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Mitä hyötyä on ihmiselle kaikesta vaivannäöstä,
jolla hän itseään rasittaa auringon alla?
Sukupolvi menee, sukupolvi tulee,
mutta maa pysyy ikuisesti.
Aurinko nousee, aurinko laskee,
kiirehtii nousunsa sijoille ja nousee taas.
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kiertää kiertämistään
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mutta meri ei täyty
ja minne joet ovat laskeneet
sinne ne yhä edelleen laskevat.
Kaikki sanat uupuvat kesken,
kukaan ei saa sanotuksi kaikkea.
Silmä ei saa näkemisestä kylläänsä
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Mitä on ollut, sitä on tulevinakin aikoina,
mitä on tapahtunut, sitä tapahtuu edelleen:
ei ole mitään uutta auringon alla.
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on sitäkin ollut jo ennen muinoin,
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eikä jää tulevistakaan -
mennyt on unohdettu,
ja tulevakin unohdetaan kerran.
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1 Johdanto
Mikä on solmu? Miten voidaan päätellä, että kahdessa umpisolmussa olevassa
narussa on sama solmu? Löysentämällä ja vetämällä naruja eri kohdista,
solmut mahdollisesti hiljalleen alkavat muistuttaa toisiaan niin paljon, että
solmujen samuus voidaan päätellä niistä katsomalla. Toisaalta sotkuisempien
narujen kohdalla ihmisen käsi ja silmät ovat usein niin neuvottomat, etteivät
ne osaa kertoa edes sitä, onko naru oikeasti solmussa vai ei.
Solmujen samuutta koskeva kysymys on käännetty matematiikan kielelle:
Paloittain lineaarisessa solmuteoriassa solmussa olevaa narua vastaamaan on
valittu avaruuden R3 yksinkertainen polygoni, missä yksinkertaisuus tarkoit-
taa polygonin olevan homeomorﬁnen yksikköympyrän kanssa. Polygonit on
jaoteltu ekvivalenssiluokkiin - solmuihin - siten, että samalla tavalla solmussa
olevien polygonien joukko muodostaa kukin yhden ekvivalenssiluokan (mää-
ritelmä 204, sivulla 88).
Solmuteoria on positiivisten ja negatiivisten solmuinvarianttien teoria.
Positiiviset solmuinvariantit paljastavat samuuden - jos kaksi polygonia yh-
tyvät invariantin ominaisuuden kohdalla, ovat polygonit sama solmu. Nega-
tiiviset solmuinvariantit erottelevat - jos polygonit eroavat invariantin omi-
naisuuden kohdalla, eivät polygonit voi olla sama solmu. Yleispätevän invari-
antin olisi kuitenkin oltava samaan aikaan sekä positiivinen että negatiivinen
solmuinvariantti, eikä tällaista käyttökelpoista invarianttia ole vielä löydetty!
Solmuteoria on elävä matematiikan tutkimusala. Solmuja on lähestytty
toisaalta algebran ja kombinatoriikan, toisaalta topologian kautta. Nyky-
tutkimus painottuu algebralliseen ja kombinatoriseen solmuteoriaan. Lähes-
tymistavoilla on kuitenkin yhteinen perusta - solmukaavio. Tässä työssä
todistetaan, että solmukaavioiden ekvivalenssi on hyvinmääritelty positiivi-
nen solmuinvariantti (lause 250, sivulla 114).
Klassinen negatiivinen solmuinvariantti, Aleksanderin invariantti, mää-
ritellään solmun edustajan komplementin universaalin vaihdannaisen pei-
teavaruuden (määritelmä 103, sivulla 32) ensimmäisen homologiaryhmän
isomorﬁaluokkana. Solmun Seifertin pinnaksi kutsutaan suunnistuvaa moni-
tahokasta, joka on sellainen reunallinen 2-monisto, jonka reuna on solmun
edustaja. Tässä työssä osoitetaan Aleksanderin invariantin ja Seifertin pin-
nan välille yhteys, joka on ollut ensimmäisen klassisen polynomi-invarinatin,
Aleksanderin polynomin, alkuperäisen määritelmän lähtökohtana. Solmuteo-
rian konkreettisen luonteen vuoksi invariantin laskennallisuus on hyvin ar-
vokas ominaisuus. Aleksanderin invariantti on puhtaasti teoreettinen invari-
antti ja sen merkitys tulee esille vasta Aleksanderin polynomissa, joka osa-
taan laskea jokaiselle solmulle [7].
Solmuteoriaosuuden punainen lanka kulkee läpi seuraavien lauseiden: sol-
mun säännöllisiä varjoja on tiheässä (lause 227, sivulla 104), jokaisella sol-
mulla on ruutukaavio (lause 282, sivulla 141), Seifertin pinta (lause 291, sivul-
la 147) ja nauhapinta (lause 305, sivulla 155). Lisäksi algebrallisen topologian
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osuudessa osoitetaan, että tietyin edellytyksin topologisella avaruudella on
säännöllinen peiteavaruus, jonka peitetransformaatioiden ryhmä on ääretön
syklinen ryhmä (lause 116, sivulla 40), ja avaruuden R3 PL-teoriaosuudessa
määritellään monitahokasympäristön käsite ja osoitetaan, että suunnistuval-
la monitahokkaalla on tietyin teknisin lisäoletuksin säännöllinen ympäristö
(lause 192, sivulla 80).
Algebran osalta oletetaan lukijalta lähdettä [1] vastaavat esitiedot ja
topologian osalta lähteiden [2] ja [3] sisällön hallintaa. Topologista solmu-
teoriaa käsittelevässä kirjallisuudessa monet todistukset nojautuvat sellaisiin
topologian suuriin perustuloksiin, joiden todistuksia on vaikea saada käsiin-
sä. Näistä perustuloksista todistetaan tässä työssä tarvittava osa. Useimpiin
todistuksiin on liitetty kuva mielikuvasta, joka on ollut todistuksen lähtökoh-
tana. Lisäksi solmusta 76 on solmuteoriaosuudessa kuvasarja, joka havainnol-
listaa solmun, solmun varjon, solmukaavion, ruutukaavion, solmun Seifertin




2.1.1 Joukko ja kuvaus
Tässä kappaleessa määritellään joukkojen välisiä kuvauksia, joukon ekvi-
valenssirelaatio sekä tekijäjoukko [2].
Määritelmä 1. Olkoot X ja Y joukkoja.
(i) Joukkoa X kutsutaan joukon Y osajoukoksi, jos kaikilla x ∈ X pätee
x ∈ Y . Tällöin merkitään X ⊂ Y.
(ii) Joukkoa X × Y = {(x, y) | x ∈ X, y ∈ Y } kutsutaan joukkojen X ja
Y karteesiseksi tuloksi.
Määritelmä 2. Olkoot X ja Y joukkoja, ja olkoon f ⊆ X × Y . Tällöin f
on kuvaus
f : X → Y
jos kaikilla x ∈ X on olemassa yksikäsitteinen y ∈ Y , jolle pätee (x, y) ∈ f .
Tällöin merkitään f(x) = y tai x 7→ f(x).
Määritelmä 3. Olkoon f : X → Y kuvaus.
(i) Joukkoa X kutsutaan kuvauksen f : X → Y määrittelyjoukoksi ja
joukkoa Y kuvauksen f maalijoukoksi.
(ii) Joukkoa f [X] ⊂ Y sanotaan joukon X kuvaksi ja joukkoa
f−1[B] = {x ∈ X | f(x) ∈ B}
joukon B ⊂ Y alkukuvaksi kuvauksessa f .
(iii) Olkoon A ⊂ X. Tällöin kuvausta f : A → X kutsutaan kuvauksen f
rajoittumaksi joukkoon A. Rajoittumakuvaukselle käytetään merkin-
tää f  A.
(iv) Olkoon f(X) ⊂ Z. Tällöin sanotaan, että kuvaus f : X → Z on saatu
kuvauksesta f : X → Y rajoittumalla maalijoukkoon Z.
(v) Jos X ⊂ Y on osajoukko, jolle on voimassa f(x) = x kaikilla x ∈ X,
niin kuvausta f kutsutaan joukon X inkluusioksi.
Määritelmä 4. Olkoon f : X → Y kuvaus.
(i) Kuvaus f on surjektio, jos pätee f [X] = Y .
(ii) Kuvaus f on injektio, jos ehdosta f(x1) = f(x2) seuraa x1 = x2 kaikilla
x1, x2 ∈ X.
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(iii) Kuvaus f on bijektio, jos f on injektio ja surjektio.
Määritelmä 5. Karteesisen tulon X1 × · · · ×Xn projektio joukkoon Xi on
kaikilla i ∈ {1, . . . , n} kuvaus
pi : X1 × · · · ×Xn → Xi, (x1, . . . , xn) 7→ xi.
Määritelmä 6. Olkoot X, Y ja Z joukkoja, ja olkoot f : X → Y ja g : Y →
Z kuvauksia. Tällöin
(g ◦ f) : X → Y, x 7→ g(f(x)),
on kuvauksien g ja f yhdistetty kuvaus.
Määritelmä 7. Olkoon f : X → X kuvaus. Tällöin joukkoa {x ∈ X |
f(x) 6= x} kutsutaan kuvauksen f kantajaksi.
Huomautus 8. Olkoon f : X → Y kuvaus.
Jos A =
⋃










Määritelmä 9. Olkoot A joukko ja R ⊂ A×A. Jos on voimassa (a, b) ∈ R,
niin merkitään aRb. Tällöin R määrittelee ekvivalenssirelaation joukossa A,
mikäli sillä on seuraavat ominaisuudet:
(R1) (reﬂeksiivisyys) aRa kaikilla a ∈ A,
(R2) (symmetrisyys) jos pätee aRb, niin pätee bRa kaikilla a, b ∈ A ja
(R3) (transitiivisuus) jos pätee sekä aRb että bRc, niin pätee aRc kaikilla
a, b, c ∈ A.
Ekvivalenssirelaatio osittaa joukon A erillisiin epätyhjiin osajoukkoihin, ja
toisaalta jokainen ositus erillisiin epätyhjiin joukkoihin on ekvivalenssirelaa-
tio. Osajoukkoja kutsutaan ekvivalenssiluokiksi, ja luokat ilmaistaan jokaisel-
la x ∈ A muodossa
[x] = {a ∈ A | aRx}.
Alkiota x kutsutaan luokan [x] edustajaksi. Luokan edustaja x ei ole yk-
sikäsitteinen; edustajaksi kelpaa mielivaltainen joukon A alkio, joka on re-
laatiossa alkion x kanssa. Merkitään ekvivalenssiluokkien joukkoa A/R, ja
kutsutaan joukkoa A/R joukon A tekijäjoukoksi relaation R suhteen. Ku-
vausta
pi : A→ A/R
a 7→ [a]
kutsutaan tekijäkuvaukseksi; se on hyvinmääritelty, koska jokainen joukon
A alkio a kuuluu täsmälleen yhteen ekvivalenssiluokkaan.
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2.1.2 Ryhmä
Tässä kappaleessa määritellään ryhmä ja tekijäryhmä sekä ryhmien välisen
kuvauksen homomorﬁsuus ja isomorﬁsuus sekä lyhyt eksakti jono homomor-
ﬁsmeja. Lisäksi tässä kappaleessa esitellään algebran perustuloksia ja todis-
tetaan, että jokainen surjektiivinen homomorﬁsmi f : Z→ Z on isomorﬁsmi.
Määritelmä 10. Olkoot G joukko ja f◦ : G×G→ G kuvaus. Tällöin kuvaus
f◦ on joukon G laskutoimitus, ja merkitään f◦(a, b) = a ◦ b.
Määritelmä 11. Pari (G, ◦) on ryhmä, mikäli sillä on seuraavat ominaisuu-
det:
(G0) ◦ on laskutoimitus joukossa G.
(G1) Laskutoimitus on assosiatiivinen, eli kaikilla a, b ∈ G pätee
(a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c).
(G2) On olemassa sellainen e ∈ G, että kaikilla a, b ∈ G pätee
a ◦ e = e ◦ a = a.
(G3) Kaikilla a ∈ G on olemassa sellainen a−1 ∈ G, että
a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e.
Jos lisäksi kaikilla a, b ∈ G pätee
a ◦ b = b ◦ a
ryhmää (G, ◦) kutsutaan vaihdannaiseksi ryhmäksi. Olkoon A ⊂ G sellainen
osajoukko, joka sisältää neutraalialkion e ∈ A. Jos pätee f◦(A × A) = A ja
parilla (A, ◦) on ryhmän ominaisuudet (G0)(G3), niin joukkoa A kutsutaan
ryhmän G aliryhmäksi.
Olkoot H ryhmän G aliryhmä ja piste g ∈ G. Joukkoa
gH = {y ∈ G | y = gh, jollakin h ∈ H}
kutsutaan aliryhmän H vasemmaksi sivuluokaksi ja joukkoa
Hg = {y ∈ G | y = hg, jollakin h ∈ H}
aliryhmän H oikeaksi sivuluokaksi. Ryhmän G ositus sivuluokkiin {gH |
g ∈ G} määrittelee ekvivalenssirelaation, joten ryhmästä G voidaan muo-
dostaa määritelmän 9 nojalla tekijäjoukko, jonka alkiot ovat aliryhmän H
sivuluokkia. Tekijäjoukkoa merkitään G/H.
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Määritelmä 12. Olkoot G ryhmä ja N sellainen ryhmän G aliryhmä, jonka
oikeat ja vasemmat sivuluokat ovat samat, eli pätee gN = Ng kaikilla g ∈ G.
Tällöin ryhmä N on ryhmän G normaali aliryhmä.
Määritelmä 13. Olkoot G ryhmä ja N ryhmän G normaali aliryhmä ja
G/N joukon G tekijäjoukko. Määritellään joukossa G/N laskutoimitus
f◦ : G/N ×G/N → G/N, (g1N, g2N) 7→ g1g2N.
Jos G/N ja ◦ ovat kuten määritelmässä 13, niin pari (G/N, ◦) on ryhmä
[1, lause 15.7, sivulla 194].
Määritelmä 14. Olkoot (G, ◦) ja (H, ∗) ryhmiä ja olkoon f : G → H sel-
lainen kuvaus, jolle pätee
f(a ◦ b) = f(a) ∗ f(b) ja f(eG) = eH .
Tällöin kuvaus f on homomorﬁsmi.
Injektiivistä homomorﬁsmia kutsutaan monomorﬁsmiksi, surjektiivista
epimorﬁsmiksi ja bijektiivistä isomorﬁsmiksi. Mikäli ryhmien (G, ◦) ja (H, ∗)
välillä on olemassa isomorﬁsmi, ryhmiä kutsutaan isomorﬁsiksi ja merkitään
(G, ◦) ' (H, ∗).
Määritelmä 15. Olkoot (G, ◦) ja (H, ∗) ryhmiä, ja olkoon f : G → H ho-
momorﬁsmi. Tällöin joukkoa f−1{eH} ⊂ G kutsutaan kuvauksen ytimeksi
ja merkitään Ker(f).
Huomautus 16. Olkoot (G, ◦) ja (H, ∗) ryhmiä, ja olkoon f : G → H ho-
momorﬁsmi. Tällöin Ker(f) on ryhmän G normaali aliryhmä. Lisäksi pätee
Ker(f) = {eG}, jos ja vain jos kuvaus f on monomorﬁsmi; katso [1, lauseet






→ H ϕ→ K %→ 1 (1)
sellainen jono, jossa G, H ja K ovat ryhmiä, 1 on yhden alkion muodostama
triviaali ryhmä ja kuvaukset ι : 1 ↪→ G, p∗ : G→ H, ϕ : H → K ja % : K → 1
sellaisia ryhmähomomorﬁsmeja, että edellisen homomorﬁsmin kuva on aina
seuraavan homomorﬁsmin ydin. Tällöin jonoa (1) kutsutaan lyhyeksi eksak-
tiksi jonoksi.
Lause 18 ([1, lause 20.1, sivulla 243]). Olkoot f : G → H epimorﬁsmi,
N ⊂ Ker(f) ryhmän G normaali aliryhmä ja pi : G → G/N määritelmän 9
tekijäkuvaus. Tällöin kuvaus
F : G/N → H, gN 7→ f(g),
on hyvinmääritelty epimorﬁsmi, jolle pätee (F ◦ pi)(g) = F (gN) = f(g), ja
kuvauksen F ydin on Ker(f)/N . Erityisesti, jos pätee N = Ker(f), niin
kuvaus F on isomorﬁsmi.
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Lause 19. Olkoon f : Z→ Z epimorﬁsmi. Tällöin kuvaus f on isomorﬁsmi.
Todistus. Oletetaan, että f ei ole injektio. Tällöin on olemassa sellainen
a ∈ Z, a 6= e, jolle pätee a ∈ Ker(f). Homomorﬁsmin ydin Ker(f) ⊂ Z
on ryhmä, joten alkion a ∈ Z virittämälle ryhmälle aZ pätee aZ ⊂ Ker(f).
Oletuksen nojalla f on surjektio, joten lauseen 18 nojalla on olemassa epi-
morﬁsmi F : Z/aZ → Z. Mikä on ristiriita, koska on ryhmässä Z/aZ on
äärellinen määrä alkioita, mutta Z ääretön ryhmä. Siten Ker(f) = {e}, ja
f on injektio.
2.1.3 Kommutaattorialiryhmä
Tässä kappaleessa määritellään kommutaattorialiryhmä ja todistetaan, että
kommutaattorialiryhmä on pienin sellaisista ryhmän normaaleista aliryhmis-
tä, joiden suhteen tekijäryhmä on vaihdannainen.
Huomautus 20. Olkoot (G, ◦) ryhmä, A ⊂ G epätyhjä osajoukko ja
〈A〉 := {a1 ◦ · · · ◦ am | ai tai a−1i ∈ A kaikilla i; m ≥ 0}.
Tällöin 〈A〉 on ryhmän G aliryhmä. Jos lisäksi pätee A ⊂ H, missä H on
ryhmän G aliryhmä, niin tällöin pätee 〈A〉 ⊂ H; katso [1, määritelmä 6.12,
sivulla 94].
Määritelmä 21. Olkoot (G, ◦) ryhmä ja A ⊂ G epätyhjä osajoukko. Tällöin
ryhmää (〈A〉, ◦) kutsutaan joukon A virittämäksi aliryhmäksi. Mikäli pätee
G = 〈A〉, niin sanotaan, että joukko A virittää ryhmän G.
Huomautus 22. Olkoot f : G→ H epimorﬁsmi ja G = 〈A〉. Tällöin pätee
H = 〈f [A]〉.
Määritelmä 23. Olkoot G ryhmä ja NC joukon
CG = {yxy−1x−1 | x, y ∈ G}
virittämä aliryhmä. Tällöin ryhmää NC kutsutaan ryhmän G kommutaat-
torialiryhmäksi.
Määritelmä 24. Olkoot G ryhmä ja NC ryhmän G kommutattorialiryhmä.
Tällöin tekijäryhmää G/NC kutsutaan ryhmän G abelianisaatioksi.
Lause 25. Olkoot G ryhmä, N ryhmän G normaali aliryhmä ja NC ryhmän
G kommutaattorialiryhmä kuten määritelmässä 23. Jos tekijäryhmä G/N on
vaihdannainen, niin pätee NC ⊂ N .




Tekijäryhmän laskutoimitus oletettiin vaihdannaiseksi, joten pätee
yNxNy−1Nx−1N = xNyNy−1Nx−1N.
Tekijäryhmän laskutoimituksen määritelmän perusteella pätee edelleen
xNyNy−1Nx−1N = xyy−1x−1N = N.
Ryhmät ovat määritelmän nojalla suljettuja laskutoimituksen suhteen, joten
tästä seuraa, että pätee yxy−1x−1 ∈ N . Ryhmä N sisältää ryhmän NC
virittäjät, joten huomautuksen 20 perusteella pätee NC ⊂ N .
Lause 26. Olkoot NGC ryhmän G kommutaattorialiryhmä, N
H
C ryhmän H
kommutaattorialiryhmä ja kuvaus f : G→ H isomorﬁsmi. Tällöin pätee
f [NGC ] = N
H
C .
Todistus. Määritelmän nojalla ryhmä NGC on joukon
CG = {yxy−1x−1 | x, y ∈ G}
virittämä ryhmä. Olkoon g ∈ CG. Tällöin joillakin x, y ∈ G pätee g =
xyx−1y−1. Isomorﬁsmin määritelmän nojalla saadaan
f(g) = f(xyx−1y−1) = f(x)f(y)f(x−1)f(y−1) = f(x)f(y)f(x)−1f(y)−1.
Siten kommutaattorialiryhmän määritelmän nojalla pätee f(g) ∈ NHC . Näin
ollen pätee f [CG] ⊂ NHC . Määritelmän nojalla NHC on ryhmä, joten huomau-
tuksen 22 nojalla tästä seuraa
f [NGC ] ⊂ NHC .
Isomorﬁsmin f käänteiskuvaus f−1 : H → G on isomorﬁsmi, joten pätee
f−1[NHC ] ⊂ NGC .
Oletetaan sitten, että on olemassa h ∈ NHC \ f [NGC ]. Tällöin pätee sekä
f−1{h} ∈ NGC , että f(f−1{h}) = h, jolloin pätee h ∈ f [NGC ]. Tämä on
ristiriita. Näin ollen pätee




2.2 Johdatus metriseen topologiaan
2.2.1 Topologia
Tässä kappaleessa määritellään joukon topologia, osajoukon relatiivitopolo-
gia ja kuvausperheen koindusoima topologia sekä topologisten avaruuksien
välisten kuvausten jatkuvuus ja homeomorﬁsuus [3]. Topologisia avaruuk-
sia joiden välillä on olemassa homeomorﬁsmi kutsutaan homeomorﬁsiksi eli
topologisesti samoiksi.
Määritelmä 27. Olkoot X joukko ja T kokoelma joukon X osajoukkoja.
Määritellään, että T on joukon X topologia, mikäli kokoelmalle T pätee:
(T1) T sisältää jäsentensä mielivaltaiset yhdisteet,
(T2) T sisältää jäsentensä äärelliset leikkaukset ja
(T3) ∅ ∈ T ja X ∈ T .
Paria (X, T ) kutsutaan topologiseksi avaruudeksi ja topologian T jäseniä
avoimiksi joukoiksi. Topologian määrittelevät ehdot voidaan kirjoittaa muo-
dossa:
(T1) avointen joukkojen mielivaltainen yhdiste on avoin,
(T2) avointen joukkojen äärellinen leikkaus on avoin ja
(T3) joukot ∅ ja X ovat avoimia.
Määritelmä 28. Olkoot (X, T ) topologinen avaruus ja A ⊂ X. Jos U on
sellainen avaruuden X avoin joukko, joka sisältää joukon A, niin joukkoa U
kutsutaan joukon A avoimeksi ympäristöksi.
Määritelmä 29. Joukko F ⊂ X on suljettu avaruudessa X, jos sen komp-
lementti X \ F on avoin avaruudessa X.
Määritelmä 30. Olkoot A ⊂ X ja






kutsutaan joukon A sulkeumaksi.
Huomautus 31. Joukon sulkeuma on suljettu joukko.
2 PERUSTUKSET 13
Määritelmä 32. Olkoot X topologinen avaruus ja A ⊂ X. Tällöin joukkoa
∂X(A) := {x ∈ X | kaikilla avoimilla pisteen x ympäristöillä U ⊂ X
pätee U ∩X \A 6= ∅ ja U ∩A 6= ∅}
kutsutaan joukon A reunaksi avaruudessa X, ja joukkoa
intX(A) := {x ∈ A | on olemassa pisteen x avoin ympäristö U ⊂ A}
kutsutaan joukon A sisäpisteiden joukoksi.
Lause 33 ([3, 1.14.]). Joukko intX(A) on avoin avaruudessa X kaikilla A ⊂
X. Lisäksi suljetulle osajoukolle F ⊂ X pätee F = intX(F ) ∪ ∂X(F ), missä
joukot intX(F ) ja ∂X(F ) ovat erillisiä.
Määritelmä 34. Olkoot X topologinen avaruus ja J mielivaltainen indek-
sijoukko ja Uj ⊂ X avoin joukko avaruudessa X kaikilla j ∈ J. Tällöin
kokoelma
Q = {Uj | j ∈ J},
on joukon B ⊂ X avoin peite, mikäli pätee B ⊂ ⋃Q.
Määritelmä 35. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia, ja olkoon f : X →
Y kuvaus. Tällöin sanotaan, että
(i) kuvaus f jatkuva, jos joukko f−1[V ] on avoin avaruudessa X kaikilla
avaruuden Y avoimilla osajoukoilla V ,
(ii) kuvaus f on avoin, jos joukko f [U ] on avoin avaruudessa Y kaikilla
avaruuden X avoimilla osajoukoilla U ja
(ii) kuvaus f suljettu, jos joukko f [F ] on suljettu avaruudessa Y kaikilla
avaruuden X suljetuilla osajoukoilla F .
Kuvausta f : X → Y kutsutaan homeomorﬁsmiksi, jos sillä on ominaisu-
udet HM1HM3:
(HM1) kuvaus f on bijektio,
(HM2) kuvaus f on jatkuva ja
(HM3) ja kuvaus f toteuttaa vähintään yhden ehdoista:
(i) kuvaus f on avoin kuvaus,
(ii) kuvaus f on suljettu kuvaus tai
(iii) kuvauksella f on jatkuva käänteiskuvaus f−1.
Jos avaruuksien X ja Y välillä on olemassa homeomorﬁsmi, kutsutaan
avaruuksia X ja Y homeorﬁsiksi, ja käytetään merkintää X ≈ Y.
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Huomautus 36. Määritelmän 35 kohdan HM3 ehdoille (i),(ii), ja (iii) pätee
(i)⇔ (ii)⇔ (iii),
kun ehdot (HM1) ja (HM2) ovat voimassa kuvaukselle f.
Määritelmä 37. Olkoot U joukko, A ⊂ U osajoukko ja R : U × [0, 1]→ U
sellainen jatkuva kuvaus, jolle pätee:
(R1) R(x, 0) = x kaikilla (x, 0) ∈ U × [0, 1],
(R2) R(x, t) = x kaikilla (x, t) ∈ A× [0, 1] ja
(R3) R
[
U × {1}] = A.
Tällöin kuvaus R on vahva deformaatioretraktio ja joukkoa A kutsutaan
joukon U vahvaksi deformaatioretraktiksi.
Määritelmä 38. Olkoot f : X → Y ja g : X → Y jatkuvia kuvauksia.
Olkoot A ⊂ X epätyhjä osajoukko ja H : X × [0, 1] → Y sellainen jatkuva
kuvaus, jolle pätee:
(H1) H(x, 0) = f(x) kaikilla (x, 0) ∈ X × {0},
(H2) H(x, 1) = g(x) kaikilla (x, 1) ∈ X × {1} ja
(H3) H(x, t) = f(x) = g(x) kaikilla x ∈ A× [0, 1].
Tällöin sanotaan, että kuvaukset f ja g ovat homotooppisia rel A.
Määritelmä 39. Olkoot A ⊂ X osajoukko, i : A ↪→ X inkluusiokuvaus ja
T |A := {i−1[V ] | V ∈ T } = {A ∩ V | V ∈ T }.
Tällöin T |A on avaruuden X relatiivitopologia joukossa A .
Huomautus 40. Selvästi relatiivitopologia T |A on joukon A topologia, ja
jatkossa oletetaan topologisen avaruuden osajoukoille relatiivitopologia.
Määritelmä 41. Olkoot Y joukko ja (fj)j∈J perhe kuvauksia fj : Xj → Y ,
missä (Xj , Tj) on topologinen avaruus kaikilla j ∈ J . Tällöin kokoelma
T := {V ⊂ Y | f−1j [V ] ∈ Tj kaikilla j ∈ J}
on kuvausperheen (fj)j∈J koindusoima topologia.
Lause 42 ([3, 8.1.]). Olkoon T kuvausperheen (fj)j∈J avaruuteen X koin-
dusoima topologia. Tällöin T on topologia.
Lause 43 ([3, 8.2.]). Olkoon avaruudessa Y kuvauksen pi : X → Y koindu-
soima topologia. Tällöin kuvaus pi : X → Y on jatkuva.
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Lause 44 ([3, Lause 9.4.]). Olkoon ∼ ekvivalenssirelaatio joukossa X, ja
olkoon tekijäjoukossa X/ ∼ tekijäkuvauksen pi : X → X/ ∼ koindusoima
topologia. Tällöin kuvaus f : X/ ∼→ Y on jatkuva, mikäli kuvaus (f ◦
pi) : X → Y on jatkuva.
Huomautus 45 ([3, Lause 6.3.]). Olkoot f : X → Y jatkuva kuvaus ja
V ⊂ X osajoukko. Tällöin rajoittumakuvaukset g : = f  V ja g : V → Z
ovat jatkuvia, mikäli on voimassa Z ⊂ Y ja g[V ] ⊂ Z.
Lause 46. Olkoon f : X → Y suljettu kuvaus. Tällöin f : X → f [X] on
suljettu kuvaus.
Todistus. Olkoon U suljettu avaruudessa X. Kuvaus f on suljettu, joten
joukko f [U ] on suljettu avaruudessa Y. Relatiivitopologian määritelmän no-
jalla joukko f [U ] ∩ f [X] on suljettu avaruudessa f [X]. Siten f : X → f [X]
on suljettu kuvaus, koska pätee f [U ] = f [U ] ∩ f [X].
2.2.2 Metriikka
Tässä kappaleessa määritellään metrikka, metrinen avaruus ja metriikan in-
dusoima topologia. Muotoillaan lauseeksi metrisen topologian tunnettu tu-
los, jonka mukaan metrisessä avaruudessa Lipschitz-ehto takaa kuvauksen
jatkuvuuden.
Määritelmä 47. Kuvaus d : A × A → R on joukon A metriikka, jos se
toteuttaa ehdot:
(D1) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),
(D2) d(y, x) = d(x, y) ja
(D3) d(x, y) = 0, jos ja vain jos toteutuu yhtäsuuruus x = y.
Paria (A, d) kutsutaan metriseksi avaruudeksi.
Olkoon (E, d) metrinen avaruus. Tällöin
B(a, r) = {y ∈ E | d(y, a) < r}
on pisteen a r-säteinen kuulaympäristö, ja kokoelma
Td = {A ⊂ E | jos a ∈ A niin B(a, r) ⊂ A jollakin r > 0}
on joukon E topologia. Lisäksi on voimassa seuraava karakterisaatio [2, 3.6.]:
kokoelmaa Td kutsutaan metriikan d indusoimaksi joukon E topologiaksi.
Lause 48 ([2, Lause 4.5.]). Olkoot (X, d) ja (Y, d′) metrisiä avaruuksia, ja
niissä metriikan indusoima topologia. Olkoon f : X → Y sellainen kuvaus,
joka jollakin luvulla M toteuttaa kaikilla (x, y) ∈ X ×X ehdon
d′(f(x), f(y)) ≤Md(x, y).
Tällöin kuvaus f on jatkuva.
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2.2.3 Kompaktius
Tässä kappaleessa määritellään ensin kompakti joukko ja muotoillaan lau-
seiksi sellaisia perustuloksia, joiden todistukset ovat löydettävissä joko läh-
teestä [2] tai lähteestä [3]. Tämän työn kannalta erityisen tärkeä on lause 58,
jonka mukaan metrisen avaruuden erillisillä kompakteilla osajoukoilla on ai-
dosti positiivinen etäisyys. Lopuksi todistetaan, että metristen avaruuksien
valinen jatkuva surjektio on suljettu kuvaus, mikäli lähtöavaruus on kom-
pakti (lause 59).
Määritelmä 49. Olkoot X topologinen avaruus, A ⊂ X osajoukko ja %
kokoelma avaruuden X avoimia joukkoja. Tällöin kokoelmaa % kutsutaan
joukon A avoimeksi peitteeksi, jos on voimassa A ⊂ ∪%.
Määritelmä 50. Olkoon X topologinen avaruus. Tällöin X on kompakti,
mikäli sen jokaisella avoimella peitteellä on äärellinen osapeite.
Määritelmä 51. Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Avaruus (X, d) on jonokom-
pakti, mikäli sen jokaisella jonolla on suppeneva osajono.
Lause 52 ([3, 15.26.]). Olkoon (X, d) metrinen avaruus. Tällöin (X, d) on
kompakti, jos ja vain jos se on jonokompakti.
Lause 53 (Lebesguen peitelause [2, Lause 13.33.]). Olkoot X metrinen
avaruus, A ⊂ X kompakti osajoukko ja % joukon A avoin peite. Tällöin
on olemassa sellainen λ > 0, että kaikilla x ∈ A on olemassa sellainen
U ∈ %, jolla pätee B(x, λ) ⊂ U . Lisäksi kaikilla osajoukoilla B ⊂ A, joilla
on voimassa sup{d(x, y) | x, y ∈ B} < λ, pätee B ⊂ U jollakin U ∈ %.
Lause 54 ([2, Lause 13.8.]). Metrisen avaruuden suljettu osajoukko on kom-
pakti.
Määritelmä 55. Olkoon X metrinen avaruus. Tällöin joukko A on rajoitet-
tu, jos jollakin a ∈ X ja r ∈ R kuulalle B(a, r) pätee A ⊂ B(a, r). Joukko A
on rajoittamaton, jos se ei ole rajoitettu.
Lause 56 ([2, Lause 13.14.]). Olkoot Y metrinen avaruus ja A ⊂ Y osa-
joukko. Tällöin A on kompakti, jos ja vain jos A on suljettu ja rajoitettu.
Lause 57 ([3, Lause 15.6.]). Kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa
on kompakti.
Lause 58 ([2, Seuraus 13.23.]). Olkoot (X, d) metrinen avaruus sekä A ⊂ X
ja B ⊂ X kompakteja osajoukkoja. Tällöin on olemassa sellainen (a, b) ∈
A × B, jolle pätee d(a, b) = inf(d(A,B)). Jos joukoille A ja B lisäksi on
voimassa A ∩B = ∅, niin pätee inf(d(A,B)) > 0.
Lause 59. Olkoot X ja Y metrisiä avaruuksia, X kompakti ja f : X → Y
jatkuva kuvaus. Tällöin f on suljettu kuvaus.
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Todistus. Olkoon C ⊂ X suljettu osajoukko. Tällöin joukko C on kompaktin
joukonX suljettuna osajoukkona kompakti lauseen 54 perusteella. Erityisesti
kuvauksen f jatkuvuudesta seuraa lauseen 57 perusteella, että kuvajoukko
f [C] on kompakti. Metrisen avaruuden Y kompaktina osajoukkona f [C] on
lauseen 56 perusteella suljettu. Näin ollen kuvaus f on suljettu.
2.2.4 Avaruus Rn
Avaruus Rn on määritelty lähteessä [2]. Joukkoa
Rn = {x = (x1, . . . , xn) | xi ∈ R kaikilla i ∈ {0, . . . , n}}
kutsutaan n-ulotteiseksi Euklidiseksi vektoriavaruudeksi. Joukko Rn on n-
ulotteinen vektoriavaruus ja sen metriikkaa
d : Rn × Rn → R,
(x, y) 7→
√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2 =
√
〈x− y | x− y〉,
kutsutaan Euklidiseksi metriikaksi, missä kaikilla x, y ∈ Rn
〈x | y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn
on avaruuden Rn tavallinen sisätulo. Avaruudelle Rn oletetaan jatkossa tämän
metriikan indusoima topologia
Td = {A ⊂ Rn | jos a ∈ A niin B(a, r) ⊂ A jollakin r > 0}.
Lisäksi kaikilla osajoukoilla U, V ⊂ Rn merkitään
dist(U, V ) = inf{d(x, y) | x ∈ U ja y ∈ V }.
Määritelmä 60. Olkoon A : Rn → Rn kuvaus. Jos kaikilla a, b ∈ R ja
x, y ∈ Rn pätee
A(ax+ by) = aA(x) + bA(y)
sanotaan, että kuvaus A on lineaarinen. Kuvausta A kutsutaan tällöin line-
aarikuvaukseksi.
Määritelmä 61. Vektoreiden x, y ∈ Rn sanotaan olevan kohtisuorassa toisi-
aan vasten, jos ne toteuttavat ehdon 〈x | y〉 = 0.
Määritelmä 62. Olkoot M ⊂ Rm osajoukko ja n ∈ N, n ≤ m. Tällöin
M on avaruuden Rm n-alimonisto, jos kaikilla x ∈M on olemassa sellainen
ympäristö U ⊂M, jolla joukko U on homeomorﬁnen avaruuden Rn tai puoli-
avaruuden [0,∞[ ×Rn−1 kanssa. MonistonM pisteitä, joilla ei ole avaruuden
Rn kanssa homeomorﬁsta ympäristöä, kutsutaan moniston reunapisteiksi, ja
reunapisteiden joukkoa merkitään ∂M.
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3 Peiteavaruuksien teoriaa
3.1 Johdatus algebralliseen topologiaan
Miten todistetaan, että topologisina avaruuksina symboleille 1 ja 7 pätee
7 ≈ 1, ja että symboli 8 on ei-homeomorﬁnen symbolin 1 kanssa? Home-
omorﬁsmin f : 7 → 1 suora konstruoiminen todistaa väitteen 7 ≈ 1, mut-
ta miksi ei ole olemassa homeomorﬁsmia g : 8 → 1? Kysymyksen vastaus
kätkeytyy avaruuksien muotoon  symboleissa 8 ja 1 on eri määrä reikiä.
Tämän sanominen matemaattisesti on algebrallista topologiaa: topologisen
kantapisteavaruuden (X,x0) perusryhmä pi(X,x0) kertoo jotakin avaruuden
muodosta. Homeomorﬁsten avaruuksien perusryhmät ovat isomorﬁsia. Tästä
seuraa, että jos kahden topologisen avaruuden perusryhmät eivät ole iso-
morﬁsia, niin avaruudet ovat myös topologisesti eri avaruuksia. Symbolien
8 ja 1 perusryhmät eivät ole isomorﬁsia, joten ei voi olla olemassa homeo-
morﬁsmia g : 8 → 1. Siten symbolit 8 ja 1 ovat topologisina avaruuksina
ei-homeomorﬁsia.
3.1.1 Polkuyhtenäisyys
Tässä kappaleessa määritellään polku ja polkuyhtenäinen avaruus. Kappale
perustuu lähteeseen [3].
Määritelmä 63. Olkoon X topologinen avaruus. Kiinnitetään avaruudesta
mielivaltainen piste x0 ja kutsutaan pistettä avaruuden X kantapisteeksi.
Paria (X,x0) kutsutaan kantapisteavaruudeksi.
Tässä kappaleessa X, Y ja Z ovat topologisia avaruuksia ja (X,x0) on
topologinen kantapisteavaruus kaikilla x0 ∈ X.
Määritelmä 64 (Polku). Olkoon I = [0, 1]. Tällöin jatkuva kuvaus
α : I → X
on polku avaruudessaX. Mikäli lisäksi pätee α(0) = α(1) polkua α kutsutaan
silmukaksi.
Polkua
α← : I → X, t 7→ α(1− t)
kutsutaan polun α käänteispoluksi. Olkoot α : I → X ja β : I → X sellaisia
polkuja, joille pätee α(1) = β(0). Määritellään polku αβ : I → X kaavalla
t 7→
{
α(2t) kaikilla t ∈ [0, 1/2] ja
β(2t− 1) kaikilla t ∈ [1/2, 1]
Määritelmä 65 (Polkukompositio). Olkoon polku αβ : I → X kuten yllä.
Tällöin αβ on polkujen α ja β (polku)kompositio.
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Määritelmä 66. Avaruus X on polkuyhtenäinen, jos kaikilla a, b ∈ X on
olemassa polku α : I → X, joka toteuttaa ehdot
α(0) = a ja α(1) = b.
Lause 67 ([3, Lause 13.23.]). Olkoon f : X → Y jatkuva kuvaus. Tällöin
kuvajoukko f [X] on polkuyhtenäinen, mikäli X on polkuyhtenäinen.
Lause 68. Olkoot Aj , j ∈ Z, sellainen kokoelma polkuyhtenäisiä joukkoja,
joka toteuttaa ehdon Aj−1 ∩ Aj 6= ∅ kaikilla j ∈ Z. Tällöin avaruus X :=⋃
j∈ZAj on polkuyhtenäinen.
Todistus. Oletuksesta seuraa lauseiden [3, Lause 13.23.] ja [3, Lause 13.23.]
nojalla, että avaruus X on yhtenäinen, jolloin X on lauseen [3, Lause 13.27.]
perusteella erityisesti polkuyhtenäinen, koska kaikilla x ∈ X on polkuyhte-
näinen ympäristö.
3.1.2 Perusryhmä
Tässä kappaleessa määritellään avaruuden perusryhmä. Kappale perustuu
lähteisiin [3] ja [10]. Olkoon tässä kappaleessa I := [0, 1] kuten polun määritelmässä.
Määritelmä 69. Olkoon α : I → X polku, jolle pätee α(0) = α(1) = x0.
Tällöin α on kantapisteavaruuden (X,x0) silmukka.
Määritelmä 70. Joukko
Ω(X,x0) = {α : I → (X,x0) | α(0) = α(1) = x0}
on kantapisteavaruuden (X,x0) silmukoiden joukko.
Määritelmä 71 (Polkuhomotopia.). OlkoonX topologinen avaruus, ja olkoot
α : I → X ja β : I → X polkuja, joille pätee α(0) = β(0) = x0 ja α(1) =
β(1) = x1. Määritellään, että polku α on polkuhomotooppinen polun β
kanssa, mikäli on olemassa jatkuva kuvaus Hα∼β : [0, 1] × [0, 1] → X, jolle
pätee sekä kaikilla t ∈ [0, 1]
Hα∼β(t, 0) = α(t) ja Hα∼β(t, 1) = β(t),
että kaikilla s ∈ [0, 1]
Hα∼β(0, s) = x0 ja Hα∼β(1, s) = x1.
Tällöin merkitään α ∼ β.
Lause 72 ([10, Proposition 1.2]). Polkuhomotopia ∼ on ekvivalenssirelaatio
kantapisteavaruuden (X,x0) silmukoiden joukossa Ω(X,x0).
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Määritelmä 73. Olkoot relaatio ∼ määritelty kuten määritelmässä 72 ja
joukko Ω(X,x0) kuten määritelmässä 70. Merkitään
pi(X,x0) = Ω(X,x0)/ ∼
ja polun α ekvivalenssiluokkaa [α].
Lause 74 ([10, Proposition 1.3]). Määritellään tekijäjoukossa pi(X,x0) lasku-
toimitus
[α][β] = [αβ].
Tällöin pi(X,x0) on ryhmä.
Määritelmä 75. Ryhmää pi(X,x0) kutsutaan avaruuden (X,x0) perusryh-
mäksi.
Lause 76 ([3, 23.12.]). Jatkuva kuvaus f : (Z, z0) → (Y, y0) indusoi homo-
morﬁsmin
f∗ : pi(Z, z0)→ pi(Y, y0), [α] 7→ [f ◦ α].
Lause 77. Olkoon f : Z → Y homeomorﬁsmi. Tällöin kuvaus
f∗ : pi(Z, z0)→ pi(Y, y0), [α] 7→ [f ◦ α]
on isomorﬁsmi.
Todistus. Lauseen 76 nojalla riittää osoittaa kuvauksen f∗ bijektiivisyys.
Oletuksen nojalla kuvaus f on homeomorﬁsmina bijektio, joten pätee
f−1 ◦ f ◦ α = α
kaikilla α : I → Z. Lisäksi pätee
f ◦ f−1 ◦ β = β
kaikilla β : I → Y. Siten kaikilla [α] ∈ pi(Z, z0) ja [β] ∈ pi(Y, y0) pätee
f−1∗ ◦ f∗([α]) = [α] ja f∗ ◦ f−1∗ ([β]) = [β],
jolloin f∗ on bijektio.
Lause 78. Olkoot A ↪→ U inkluusio, A joukon U vahva deformaatioretrakti,
kuvaus R : U × [0, 1]→ U deformaatioretraktia U vastaava vahva deformaa-
tioretraktio ja piste x0 ∈ A. Tällöin kuvaus
i∗ : pi(A, x0)→ pi(U, x0)
on isomorﬁsmi.
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Todistus. Merkitään R  X × {t} = Rt kaikilla t ∈ [0, 1]. Vahvan deformaa-
tioretraktion määritelmän nojalla kaikilla silmukoilla α ∈ Ω(X,x0) kuvaus
R1 ◦ α : [0, 1] → A on silmukka, joka on homotooppinen silmukan α kanssa.
Tästä seuraa
(i ◦R1)∗ = id. (2)
Toisaalta vahvan deformaatioretraktiokuvauksen määritelmän nojalla on voi-
massa R1  A = idA, joten pätee
(R1 ◦ i)∗ = id. (3)
Koska kohdan (3) nojalla pätee R1 ∗ ◦i∗ = (R1 ◦ i)∗ = id, ja kohdan (2)
nojalla pätee i∗ ◦ R1∗ = (i ◦ R1)∗ = id, ovat kuvaukset R1∗ ja i∗ toistensa
käänteiskuvauksia. Tämän perusteella kuvaus i∗ on bijektio.
3.2 Peiteavaruudet
3.2.1 Peitekuvaus ja -avaruus
Tässä kappaleessa määritellään peitekuvaus (määritelmä 79 sivulla 21) ja
peiteavaruus peitekuvauksen olemassaolon avulla: polkuyhtenäinen avaruus
X on avaruuden Y peite, jos on olemassa peitekuvaus p : X → Y. Määritel-
lään lisäksi kaikilla jatkuvilla kuvauksilla f : Z → Y nostokuvaus f : Z → X
(määritelmä 81 sivulla 22), ja osoitetaan nostokuvausten yhteys peitettävän
avaruuden perusryhmään: jos homotooppisten silmukoiden nostokuvaukset
kuvaavat polkujen alkupisteet samaksi peiteavaruuden pisteeksi, niin silloin
myös polkujen päätepisteiden kuvat nostokuvauksissa ovat sama piste (lause
87 sivulla 26). Osoitetaan myös, että jokaisen avaruuden peiteavaruuden pe-
rusryhmä on isomorﬁnen avaruuden perusryhmän aliryhmän kanssa (lause
88 sivulla 27).
Määritelmä 79. Olkoot X polkuyhtenäinen avaruus ja p : X → Y kuvaus.
Tällöin p on peitekuvaus, mikäli kuvaus p toteuttaa ehdot:
(P1) p on surjektio,
(P2) kaikilla y ∈ Y on olemassa sellainen pisteen y avoin ympäristö V , että
joukko p−1[V ] voidaan lausua muodossa p−1[V ] = ∪{Uj | j ∈ J}, missä
joukot Uj ovat erillisiä ja avoimia avaruudessa X ja
(P3) rajoittumakuvaukset p : Uj → V ovat homeomorﬁsmeja kaikilla j ∈ J .
Ympäristöä V kutsutaan tällöin pisteen y peiteympäristöksi ja avaruutta
X avaruuden Y peiteavaruudeksi (peitteeksi).
Huomautus 80. Suoraan määritelmästä seuraa, että peitekuvaukset ovat
jatkuvia.
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Kuva 1: Avaruus X on avaruuden Y peiteavaruus.
Määritelmä 81. Olkoot g : X → Y ja f : Z → Y jatkuvia kuvauksia.
Tällöin kuvaus f : Z → X on kuvauksen f g-nosto, jos pätee g ◦ f = f .
Apulause 82. Olkoot X, Y ja Z sellaisia topologisia avaruuksia, että X on
avaruuden Y peiteavaruus peitekuvauksena p : X → Y ja Z on yhtenäinen.
Olkoot f : Z → Y jatkuva kuvaus ja kuvaukset f1 : Z → X ja f2 : Z → X
sellaisia, joille pätee p ◦ f1 = p ◦ f2 = f . Tällöin joukko
{z ∈ Z | f1(z) = f2(z)}
on avoin avaruudessa Z.
Todistus. Merkitään A = {z ∈ Z | f1(z) = f2(z)}. Avoimuuden osoit-
tamiseksi riittää osoittaa, että jokaisella pisteellä z ∈ A on avoin ympäristö
U ⊂ A.
Olkoon z ∈ A. Tällöin on voimassa f1(z) ∈ X ja peitekuvauksen määri-
telmän perusteella on olemassa sellainen y ∈ Y, jolle pätee
p(f1(z)) = y. (4)





missä kaikilla j ∈ J joukko Uj on sellainen avoin joukko avaruudessa X, että
rajoittumakuvaus p  Uj on homeomorﬁsmi. Kaavan (4) perusteella pätee




3 PEITEAVARUUKSIEN TEORIAA 23
joten on olemassa sellainen k ∈ J, jolle pätee f1(z) ∈ Uk. Tällöin erityisesti
pätee z ∈ f−11 [Uk]. Koska kaikilla z ∈ A on voimassa f2(z) = f1(z), niin
tällöin pätee myös f2(z) ∈ Uk ja z ∈ f−12 [Uk]. Joukot f−11 [Uk] ja f−12 [Uk]




1 [Uk] ∩ f−12 [Uk] ⊂ Z
on kahden avoimen joukon leikkauksena pisteen z avoin ympäristö.
Osoitetaan vielä, että pätee U(z) ⊂ A. Olkoon z′ ∈ U(z). Koska on
voimassa sekä z′ ∈ f−11 [Uk] että z′ ∈ f−12 [Uk], niin on voimassa f1(z′), f2(z′) ∈
Uk. Koska oletuksen perusteella p ◦ f1 = p ◦ f2 = f, niin pätee
p(f1(z
′)) = p  Uk(f1(z′)) = f(z′) = p  Uk(f2(z′)) = p(f2(z′)).





jolloin joukon A määritelmän nojalla pätee z′ ∈ A.
Apulause 83. Olkoot X, Y ja Z sellaisia topologisia avaruuksia, että X on
avaruuden Y peiteavaruus peitekuvauksena p : X → Y ja Z on yhtenäinen.
Olkoot f : Z → Y jatkuva kuvaus ja kuvaukset f1 : Z → X ja f2 : Z → X
sellaisia, joille pätee p ◦ f1 = p ◦ f2 = f . Tällöin joukko
{z ∈ Z | f1(z) = f2(z)}
on suljettu avaruudessa Z.
Todistus. Merkitään A = {z ∈ Z | f1(z) = f2(z)} ja tehdään vastaoletus,
että joukko A ei ole suljettu avaruudessa Z. Tällöin pätee A \A 6= ∅.
Olkoon z ∈ A \ A. Kuvaukset f1 ja f2 ovat saman kuvauksen nostoja,
joten on olemassa sellainen y ∈ Y, jolle on voimassa
p(f1(z)) = p(f2(z)) = y.





missä kaikilla j ∈ J joukko Uj on sellainen avoin joukko avaruudessa X, että
rajoittumakuvaus p  Uj on homeomorﬁsmi, ja lisäksi pätee Uj ∩ Ui = ∅
kaikilla i, j ∈ J , i 6= j. Koska homeomorﬁsmina kuvaus p  Uj on erityisesti
injektio, niin ei voi olla olemassa sellaisia pisteitä x, x′ ∈ Uj , x 6= x′, joille
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pätee p(x) = p(x′) = y. Näin ollen koska on voimassa p(f1(z)) = p(f2(z)) =
y, niin pätee




ja koska on voimassa z /∈ A, niin pätee
f1(z) 6= f2(z),
jolloin erityisesti on olemassa sellaiset i, k ∈ J , i 6= k, joilla pätee
f1(z) ∈ Uk ja f2(z) ∈ Ui,




1 [Uk] ∩ f−12 [Ui] ⊂ Z
on kahden avoimen joukon leikkauksena pisteen z avoin ympäristö. Oletuksen
perusteella pätee z ∈ A, joten erityisesti on voimassa
A ∩ U = A ∩ f−11 [Uk] ∩ f−12 [Ui] 6= ∅,
koska sulkeuman määritelmän nojalla pisteen z ∈ A jokainen ympäristö
leikkaa joukkoa A. Olkoon z′ ∈ A∩U . Koska piste z′ kuuluu joukkoon A, ni-
in on voimassa f1(z
′) = f2(z′). Toisaalta pätee z′ ∈ f−11 [Uk] ja z′ ∈ f−12 [Ui],
joten pätee f1(z
′) ∈ Uk ja f2(z′) ∈ Ui. Tämä on kuitenkin ristiriita, koska
pätee Uk ∩ Ui = ∅. Näin ollen vastaoletus on väärä, ja joukko A on suljettu
avaruudessa Z.
Lause 84. Olkoot X, Y ja Z sellaisia topologisia avaruuksia, että X on
avaruuden Y peiteavaruus peitekuvauksena p : X → Y ja Z on yhtenäinen.
Olkoot f , g : Z → X sellaisia kuvauksia, joille pätee (p◦f) = (p◦g). Oletetaan
lisäksi, että on olemassa sellainen z ∈ Z, jolle pätee f(z) = g(z). Tällöin
pätee f = g.
Todistus. Oletusten perusteella lauseista 82 ja 83 seuraa, että joukko A :=
{z ∈ Z | f(z) = g(z)} on sekä avoin että suljettu. Näin ollen joukko A on
välttämättä koko avaruus Z tai sitten tyhjä joukko. Oletuksen perusteella
joukko A on kuitenkin epätyhjä, joten pätee A = Z. Tämä on joukon A
määrittelyn nojalla yhtäpitävää sen kanssa, että pätee f = g.
Lause 85 ([3, 24.5.]). Olkoot X, Y ja Z sellaisia topologisia avaruuksia, että
X on avaruuden Y peiteavaruus peitekuvauksena p : X → Y. Olkoot x0 ∈ X,
z0 ∈ Z ja f : Z → Y sellainen jatkuva kuvaus, jolle pätee f(z0) = p(x0).
Oletetaan lisäksi, että yksi seuraavista ehdoista on voimassa:
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(a) Z yhtenäinen ja f [Z] ⊂ V , jollakin pisteen p(x0) peiteympäristöllä
V ⊂ Y ,
(b) Z = [0, 1] ja z0 = 0 tai
(c) Z = [0, 1]× [0, 1] ja z0 = (0, 0).
Tällöin kuvauksella f on täsmälleen yksi p-nosto f, jolle pätee f(z0) = x0.
(a) Olkoot V ⊂ Y pisteen p(x0) peiteympäristö, joka sisältää joukon f [Z],
ja joukko p−1[V ] =
⋃{Uj | j ∈ J} kuten määritelmässä 79. Tällöin on
voimassa f [Z] ⊂ V , joten pätee x0 ∈ p−1[V ], ja erityisesti on olemassa
sellainen k ∈ J , jolla pätee x0 ∈ Uk. Koska rajoittumakuvaus p  Uk
määrittelee homeomorﬁsmin pk : Uk → V , niin voidaan määritellä ku-
vauksen f p-nosto f : Z → X asettamalla f(z) = p−1k (f(z)). Lauseesta
84 seuraa nostokuvauksen f yksikäsitteisyys.
(b) Peitekuvauksen määritelmän 79 nojalla jokaisella y ∈ f [Z] on olemassa
peiteympäristö V . Peiteympäristöt muodostavat joukon f [Z] avoimen
peitteen. Kuvauksen f jatkuvuuden nojalla kaikilla peiteympäristöillä
V ⊂ Y alkukuva f−1[V ] on avoimen joukon alkukuvana avoin, joten
peiteympäristöjen alkukuvat muodostavat joukon [0, 1] avoimen peit-
teen, koska oletuksen perusteella pätee Z = [0, 1]. Lebesguen peite-
lauseen nojalla kompaktin metrisen avaruuden [0, 1] jokaiselle avoimelle
peitteelle löydetään Lebesguen luku λ > 0.
Jaetaan [0, 1] pisteillä a1 < · · · < an = 1 osaväleihin ∆i = [ai−1, ai],
joille pätee d(ai−1, ai) < λ. Tällöin jokaisella i ∈ {0, . . . , n} on ole-
massa sellainen peiteympäristö V, jolle pätee f [∆i] ⊂ V, ja erityisesti
kohdan (a) perusteella rajoittumakuvauksella f |∆1 on olemassa täs-
mälleen yksi sellainen nosto f1, joka toteuttaa ehdon f1(0) = x0; mer-
kitään f1(a1) = x1. Edelleen on olemassa täsmälleen yksi sellainen ra-
joittumakuvauksen f |∆2 nosto f2, joka toteuttaa ehdon f2(a1) = x1;
merkitään f1(a2) = x2. Pala kerrallaan saadaan muodostettua ku-
vausten f |∆i nostot f i : ∆i → X. Kuvausten f i−1 ja f i määritte-
lyjoukkojen leikkausjoukko on piste ai, ja koska f i−1(ai) = f i(ai), niin
saadaan hyvinmääritelty kuvaus f : [0, 1] → X, joka on määritelmän
81 nojalla kuvauksen f p-nosto. Lauseesta 84 seuraa nostokuvauksen
f yksikäsitteisyys.
(c) Kuten kohdan (b) todistuksessa päätellään ensin, että joukolla [0, 1]×
[0, 1] on sellainen avoin peite %, että kaikilla U ∈ % on olemassa sellainen
peiteympäristö V ⊂ Y, jolla pätee U = f−1[V ]. Lisäksi joukon [0, 1]×
[0, 1] kompaktiudesta päätellään, että peitteellä % sellainen Lebesguen
luku λ > 0, jolla pätee seuraavaa: kun jaetaan [0, 1] pisteillä 0 =
a0 < a1 < a2 . . . < an = 1 sellaisiin osaväleihin [ai−1, ai], että joukon
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Q(i,j) := [ai−1, ai] × [aj−1, aj ] läpimitta on kaikilla (i, j) ∈ {1, . . . , n}2
alle luvun λ, niin kaikilla (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 on olemassa sellainen
peiteympäristö V , jolle pätee f [Q(i,j)] ⊂ V.
Kohdan (a) perusteella kaikilla (i, j) ∈ {1, . . . , n}2 rajoittumakuvauk-
sella f  Q(i,j) on kaikilla x ∈ p−1{(ai−1, aj−1)} yksikäsitteinen nosto
f (i,j) : Q(i,j) → X, joka toteuttaa ehdon f (i,j)(ai−1, aj−1) = x. Lisäksi
oletuksen perusteella on voimassa x0 ∈ p−1{f(0, 0)}. Siten on olemas-
sa yksikäsitteinen rajoittumakuvauksen f  Q(1,1) nosto f (1,1), joka
toteuttaa ehdon
f (1,1)(0, 0) = x0,
ja tästä seuraa edelleen, että on olemassa yksikäsitteiset kuvausten
f  Q(i,j), (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, nostot f (i,j), (i, j) ∈ {1, . . . , n}2, joilla
nosto f (1,j) toteuttaa kaikilla j ∈ {2, . . . , n} yhtäsuuruuden
f (1,j)(a0, aj−1) = f (1,j−1)(a0, aj−1),
ja nosto f (i,j) kaikilla i ∈ {2, . . . , n} yhtäsuuruuden
f (i,j)(a0, aj−1) = f (i−1,j)(a0, aj−1).
Nostokuvausten yksikäsitteisyyden perusteella voidaan määritellään ku-
vaus f : [0, 1] × [0, 1] → X asettamalla f(z) = f (i,j)(z) kaikilla z ∈
Q(i,j). Tällöin f on kuvauksen f nosto, joka toteuttaa yhtäsuuruuden
f(0, 0) = f (1,1)(0, 0) = x0.
Lauseesta 84 seuraa noston yksikäsitteisyys.
Lauseen 85 kohdan (b) nojalla voidaan määritellä:
Määritelmä 86. Olkoot X avaruuden Y peiteavaruus sekä y0 ∈ Y ja x ∈
p−1{y0}. Olkoon polku α : I → (X,x0) se polun α ∈ Ω(Y, y0) nosto peite-
kuvauksessa p : X → Y , jolle pätee α(0) = x. Tällöin merkitään
αx := α.
Seurauslause 87. Olkoot X avaruuden Y peiteavaruus, y0 ∈ Y ja x0 ∈
p−1{y0}. Olkoot [α] ∈ pi(Y, y0), α, β ∈ [α] sekä nostot α ja β sellaiset, joille
pätee α(0) = β(0) = x0. Tällöin pätee α ∼ β ja jollakin x ∈ p−1{y0} pätee
α(1) = β(1) = x.
Todistus. Perusryhmän määritelmän perusteella pätee α ∼ β, joten määritelmän
71 nojalla on olemassa sellainen polkuhomotopia
Hα∼β : [0, 1]× [1, 0]→ (Y, y0),
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jolle pätee Hα∼β(t, 0) = α(t), Hα∼β(t, 1) = β(t) ja
Hα∼β(0, s) = Hα∼β(1, s) = y0 kaikilla s ∈ [0, 1].
Lauseen 85 kohdan (c) nojalla polkuhomotopialla Hα∼β on yksikäsitteinen
nosto Hα∼β : [0, 1]× [0, 1]→ (X,x0), jolle pätee
Hα∼β(t, 0) = α(t) ja H(t, 1) = β(t)
sekä
H(0, s) = H(1, s) = x ∈ p−1{y0} kaikilla s ∈ [0, 1].
Siten pätee α ∼ β ja α(1) = β(1) = x.
Lause 88. Olkoot X avaruuden Y peiteavaruus, y0 ∈ Y ja x0 ∈ p−1{y0}.
Tällöin kuvaus
p∗ : pi(X,x0)→ pi(Y, y0), [γ] 7→ [p(γ)]
on monomorﬁsmi.
Todistus. Huomautuksen 80 nojalla kuvaus p on jatkuva, joten lauseen 76
nojalla kuvaus p∗ on homomorﬁsmi. Näin ollen pätee p∗([εx0 ]) = [εy0 ]. In-
jektiivisyyden osoittamiseksi riittää huomautuksen 16 perusteella osoittaa,
ettei kuvauksen p∗ ydin sisällä muita ryhmän pi(X,x0) alkioita.
Olkoon [γ] ∈ pi(X,x0) sellainen, jolle pätee p∗[γ] = [εy0 ], ja olkoon polku
γ ekvivalenssiluokan [γ] edustaja. Tällöin pätee (p ◦ γ) ∼ εy0 , jolloin erityi-
sesti lauseen 87 perusteella on olemassa yksikäsitteiset polkujen (p ◦ γ) ja
εy0 nostot (p ◦ γ)x0 ja (εy0)x0 , jotka toteuttavat ehdon (p ◦ γ)x0 ∼ (εy0)x0 .
Noston yksikäsitteisyyden nojalla pätee (p ◦ γ) = γ ja εy0 = εx0 . Tämän
perusteella pätee γ ∼ εx0 , jolloin perusryhmän määritelmän 75 nojalla pätee
[γ] = [εx0 ].
3.2.2 Säännöllinen peiteavaruus
Tässä kappaleessa määritellään peiteavaruuden X peitetransformaatioiden
ryhmä Tr(X) ja säännöllinen peiteavaruus, sekä osoitetaan, että säännöllisen






→ pi(Y, y0) ϕ
p
→ Tr(X,x0) %→ 1
on lyhyt eksakti jono homomorﬁsmeja (lause 102 sivulla 32.) Määritelmät ja
lauseet (ilman todistuksia) ovat lähteestä [7], liiteosiosta A.
Määritelmä 89. Olkoon p : X → Y peitekuvaus. Kuvaus τ : X → X on
peitetransformaatio, mikäli:
(Tr1) kuvaus τ on homeomorﬁsmi ja
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(Tr2) kuvaukselle τ pätee p = p ◦ τ .
Peiteavaruuden X peitetransformaatioiden joukkoa merkitään Tr(X).
Selvästi pari (Tr(X), ◦) on ryhmä, kun Tr(X) on peitekuvaukseen p : X →
Y liittyvä peitetransformaatioiden joukko, ja joukon Tr(X) laskutoimituk-
sena on kuvausten yhdistäminen (◦).
Määritelmä 90. Olkoon p : X → Y peitekuvaus. Tällöin ryhmää (Tr(X), ◦)
kutsutaan peiteavaruuden X peitetransformaatioryhmäksi.
Määritelmä 91 (Säännöllinen peiteavaruus). Olkoot p : X → Y peiteku-
vaus ja Tr(X) peitteen X peitetransformaatioryhmä. Tällöin p : X → Y on
säännöllinen peitekuvaus, jos kaikilla y ∈ Y ja x1, x2 ∈ p−1{y} on olemassa
sellainen τ ∈ Tr(X), joka toteuttaa ehdon τ(x1) = x2. Lisäksi peiteava-
ruuden Y sanotaan olevan säännöllinen, mikäli peitekuvaus p : X → Y on
säännöllinen.
Lause 92. Olkoot p : X → Y peitekuvaus, Tr(X) peitteen X peitetrans-
formaatioryhmä ja τ, τ ′ ∈ Tr(X) peitetransformaatioita. Jos on olemassa
sellainen x ∈ X, joka toteuttaa ehdon τ(x) = τ ′(x), niin pätee τ = τ ′.
Todistus. Peitetransformaation määritelmän 89 nojalla kuvauksille τ ja τ ′
pätee τ ◦ p = p ja τ ′ ◦ p = p. Näin ollen kuvaukset τ ja τ ′ ovat kuvauksen
p p-nostoja. Koska oletuksen nojalla on voimassa τ ′(x) = τ(x), niin lauseen
84 perusteella pätee τ = τ ′.
Kuva 2: Avaruus (X,x0) on avaruuden (Y, y0) säännöllinen peite. Siniset
nuolet ovat peitteen (X,x0) peitetransformaatiot. Peitetransformaatiot muo-
dostavat ryhmän Z6.
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Määritelmä 93. Olkoot X avaruuden Y peiteavaruus, y0 ∈ Y ja x0 ∈
p−1{y0}. Olkoot pi(Y, y0) avaruuden (Y, y0) perusryhmä ja polku αx0 : I →
(X,x0) kaikilla α ∈ Ω(Y, y0) kuten määritelmässä 86. Olkoon tällöin
ϕp1 : pi(Y, y0)→ p−1{y0}, [α] 7→ αx0(1).
Lause 94. Määritelmän 93 kuvaus ϕp1 on hyvinmääritelty.
Todistus. Olkoot α, β ∈ [α], jollakin [α] ∈ pi(Y, y0). Lauseen 87 nojalla tällöin
pätee αx0(1) = βx0(1). Siten kuvaus ϕ
p
1 on hyvinmääritelty.
Lause 95. Määritelmän 93 kuvaus ϕp1 on surjektio.
Todistus. Olkoon x ∈ p−1{y0}. Avaruus (X,x0) on polkuyhtenäinen, joten
on olemassa sellainen avaruuden (X,x0) polku γ, jolle pätee γ(0) = x0 ja
γ(1) = x. Koska pätee x0, x ∈ p−1{y0}, niin peitekuvauksen määritelmän 79
nojalla pätee
p ◦ γ ∈ Ω(Y, y0),
jolloin perusryhmän määritelmän 75 nojalla pätee
[p ◦ γ] ∈ pi(Y, y0).
Noston määritelmän nojalla γ on polun (p ◦ γ) nosto, ja siten kuvauksen ϕ1
määritelmän nojalla pätee
ϕp1([(p ◦ γ)]) = (p ◦ γ)x0(1) = γx0(1) = x.
Määritelmä 96. OlkootX avaruuden Y peiteavaruus, y0 ∈ Y , x0 ∈ p−1{y0},
T r(X) peitteen X peitetransformaatioryhmä ja peitetransformaatio τ ∈
Tr(X) sellainen, jolle pätee τ(x0) = x. Tällöin merkitään
τx := τ.
Määritelmän 91 nojalla kuvaus τx on hyvinmääritelty kaikilla x ∈ p−1{y0}.
Lauseen 92 nojalla peitetransformaatiot ovat yksikäsitteisiä, joten kaikilla
τ ∈ Tr(X), τ 6= τx, pätee τ(x0) 6= x. Siten voidaan määritellä:
Määritelmä 97. Olkoon p : X → Y säännöllinen peitekuvaus. Olkoot Tr(X)
avaruuden X peitetransformaatioryhmä ja τx kaikilla x ∈ p−1{y0} kuten
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Lause 98. Määritelmän 97 kuvaus ϕp2 on surjektio.
Todistus. Olkoon τ ∈ Tr(X). Peitetransformaation määritelmän nojalla on
olemassa sellainen x ∈ p−1{y0}, jolle pätee τ(x0) = x. Kuvauksen ϕp mää-




Kuvaus ϕp2 ◦ ϕp1 on tällöin yhdistettynä kuvauksena hyvinmääritelty:
Määritelmä 99. Olkoot X avaruuden Y peiteavaruus, Tr(X) peitteen X
peitetransformaatioryhmä , y0 ∈ Y ja x0 ∈ p−1{y0} sekä pi(Y, y0) kantapis-
teavaruuden (Y, y0) perusryhmä. Määritellään kuvaus ϕp : pi(Y, y0)→ Tr(X)




Lause 100. Olkoot p : X → Y säännöllinen peitekuvaus, Tr(X) peitteen X
peitetransformaatioryhmä, y0 ∈ Y ja x0 ∈ p−1{y0} sekä pi(Y, y0) kantapis-
teavaruuden (Y, y0) perusryhmä. Olkoon kuvaus ϕ
p kuten määritelmässä 99.
Tällöin pätee
Ker(ϕp) = p∗[pi(X,x0)],
jolloin Ker(ϕp) erityisesti on ryhmän pi(Y, y0) normaali aliryhmä.
Todistus. Olkoon τ[α] = id. Kuvauksen ϕ
p
2 määritelmän 97 perusteella kaikil-
la α ∈ [α] on voimassa αx0(1) = x0, koska on voimassa τ[α](x0) = id(x0) =
x0. Näin ollen αx0 on silmukka joukossa Ω(X,x0), jolloin pätee [αx0 ] ∈
pi(X,x0). Koska noston määritelmän nojalla on voimassa
p∗[αx0 ] = [p ◦ αx0 ] ∈ p∗[pi(X,x0)]
ja p ◦ αx0 = α, niin pätee [α] ∈ p∗[pi(X,x0)]. Siten on osoitettu, että pätee
Ker(ϕp) ⊂ p∗[pi(X,x0)].
Olkoon [α] ∈ p∗[pi(X,x0)]. Tällöin pätee αx0(0) = αx0(1) = x0, koska αx0 on
silmukka joukossa Ω(X,x0). Kuvauksen ϕ2 määritelmän nojalla on voimas-
sa τ[α](x0) = αx0(1) = x0, jolloin peitetransformaation yksikäsitteisyydestä
seuraa τ[α] = id. Siten on osoitettu, että pätee
p∗[pi(X,x0)] ⊂ Ker(ϕp).
Näin ollen pätee p∗[pi(X,x0)] = Ker(ϕp).
Lause 101. Määritelmän 99 kuvaus
ϕp : pi(Y, y0)→ Tr(X)
on epimorﬁsmi.
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Todistus. Epimorﬁsmin määritelmän nojalla pitää osoittaa, että kuvaus ϕp
on surjektiivinen homomorﬁsmi. Lauseiden 95 ja 98 nojalla kuvaukset ϕp1
ja ϕp2 ovat surjektioita, joten surjektioista yhdistettynä kuvauksena ϕ
p on
surjektio. Olkoon αx : I → (Y, y0) kaikilla α ∈ Ω(Y, y0) kuten määritelmässä
86. Osoitetaan, että kuvaus ϕp on homomorﬁsmi osoittamalla, että kaikilla
[α], [β] ∈ pi(Y, y0) pätee
ϕp([β]) ◦ ϕp([α]) = ϕp([α][β]).
Kuvauksen ϕp määritelmän nojalla pätee
ϕp([αβ]) = τ[αβ]
ja
ϕp([β]) ◦ ϕp([α]) = τ[α] ◦ τ[β],
missä kuvaukset τ[αβ], τ[α]◦τ[β] ovat peitetransformaatioita. Lauseen 92 nojal-
la peitetransformaatiot ovat yksikäsitteisiä, kun tiedetään miten ne kuvaavat
yhden pisteen, joten riittää osoittaa, että pätee τ[αβ](x0) = (τ[α] ◦ τ[β])(x0).
Olkoon βx0 polun β ∈ [β] nosto. Peitetransformaatio τ[α] on määritelmän 89
nojalla kuvauksen p nosto, joten pätee p ◦ τ[α] = p, ja siten on voimassa
p ◦ (τ[α] ◦ βx0) = (p ◦ τ[α]) ◦ βx0 = p ◦ βx0 = β.
Noston määritelmän 81 nojalla tästä seuraa, että kuvaus τ[α] ◦ βx0 on polun
β nosto, ja koska pätee
(τ[α] ◦ βx0)(0) = τ[α](βx0(0)) = τ[α](x0) = x1,
Kuva 3: Noston yksikäsitteisyydestä seuraa (p ◦ α)x0 = α. Silmukkana polun
α alkupiste on sama kuin päätepiste, joten kuvauksen ϕp määritelmän nojalla
pätee ϕp[p ◦ α] = id, jolloin erityisesti pätee [p ◦ α] ∈ Ker(ϕp).
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niin noston yksikäsitteisyyden nojalla pätee τ[α] ◦ βx0 = βx1 ja x1 = αx0(1).
Erityisesti on voimassa
(τ[α] ◦ τ[β])(x0) = τ[α](τ[β](x0)) = τ[α](βx0(1)) = βx1(1). (5)
Toisaalta poluille βx1 ja αx0 pätee αx0(1) = βx1(0), joten polkukomposi-
tion määritelmän nojalla αx0βx1 on polku avaruudessa X. Koska noston
määritelmän 81 nojalla pätee p ◦ αx0 = α ja p ◦ βx1 = β, niin pätee
p ◦ αx0βx1 = αβ, jolloin noston määritelmän nojalla polku αx0βx1 on po-
lun αβ nosto. Lauseen 84 nojalla αx0βx1 on polun αβ yksikäsitteinen nosto,
jolle pätee αx0βx1(0) = x0, joten pätee αx0βx1 = αβx0 . Kompositiopolun
määritelmän 65 ja lausekkeen (5) nojalla pätee siten
τ[αβ](x0) = αβx0(1) = αx0βx1(1) = βx1(1) = (τ[α] ◦ τ[β])(x0).
Lause 102. Olkoot p : X → Y säännöllinen peitekuvaus, Tr(X) peitteen
X peitetransformaatioryhmä, y0 ∈ Y ja x0 ∈ p−1{y0} sekä pi(Y, y0) kan-
tapisteavaruuden (Y, y0) ja pi(X,x0) kantapisteavaruuden (X,x0) perusryh-
mä. Olkoon kuvaus
ϕp : pi(Y, y0)→ Tr(X)
kuten määritelmässä 99, ι : 1 → pi(X,x0) inkluusiokuvaus, % : Tr(X) → 1
triviaali kuvaus ja p∗ : pi(X,x0) → pi(Y, y0) peitekuvauksen p indusoima ho-
momorﬁsmi [α] 7→ [p ◦ α]. Tällöin
1
ι
↪→ pi(X,x0) p∗→ pi(Y, y0) ϕ
p
→ Tr(X) %→ 1
on eksakti jono homomorﬁsmeja.
Todistus. Eksaktin jonon määritelmän 17 nojalla tulee osoittaa, että edel-
lisen kuvauksen kuvajoukko on aina seuraavan kuvauksen ydin. Koska pätee
ι(1) = [ε] ja Ker(%) = Tr(X), niin riittää osoittaa, että kaikki jonossa esi-
intyvät kuvaukset ovat homomorﬁsmeja, kuvaus p∗ on injektio, kuvaus ϕp
surjektio, ja että pätee p∗[pi(X,x0)] = Ker(ϕp). Lauseen 101 nojalla ku-
vaus ϕp on epimorﬁsmina surjektiivinen homomorﬁsmi, lauseen 88 nojalla
kuvaus p∗ on monomorﬁsmina injektiivinen homomorﬁsmi ja kuvaukset ι ja
% triviaalisti homomorﬁsmeja. Lauseen 100 nojalla pätee
p∗[pi(X,x0)] = Ker(ϕp).
Määritelmä 103. Olkoon Y polkuyhtenäinen avaruus, jonka perusryhmä
on G. Tällöin avaruuden Y peiteavaruutta X kutsutaan universaaliksi vaih-
dannaiseksi peiteavaruudeksi ja merkitään avaruutta C∞(Y ), jos X on sel-
lainen avaruuden Y säännöllinen peiteavaruus, jonka perusryhmä on iso-
morﬁnen ryhmän G kommutaattorialiryhmän kanssa.
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Huomautus 104. Lauseen 102 seurauksena universaalin vaihdannaisen pei-
teavaruuden C∞(Y ) peitetransformaatioiden ryhmä on isomorﬁnen avaruu-
den Y perusryhmän abelianisaation kanssa.
3.2.3 Säännöllisen peiteavaruuden konstruktio
Millä avaruus-ryhmä pareilla (Y,G) on olemassa sellainen avaruuden Y sään-
nöllinen peiteavaruus X, jonka peitetransformaatioiden ryhmälle Tr(X) pä-
tee Tr(X) ∼= G? Välttämätön edellytys on, että avaruuden Y perusryh-
mällä on sellainen normaali aliryhmä N , jonka suhteen muodostettu teki-
järyhmä on isomorﬁnen ryhmän G kanssa. Jos tällainen normaali aliryh-
mä N on olemassa, onko tällöin kuitenkaan välttämättä olemassa sellaista
säännöllistä peiteavaruutta X, jonka perusryhmä on isomorﬁnen ryhmän N
kanssa? Tämä mielenkiintoinen kysymys jätetään lukijalle mietittäväksi. O-
soitetaan, että jos Y, U, S ⊂ Rn ovat sellaisia avaruuden Rn osajoukkoja,
että Y voidaan jakaa joukolla U pitkin joukkoa S (määritelmä 105), niin
tällöin avaruudella Y on sellainen säännöllinen peiteavaruus X, jolle pätee
Tr(X) ∼= Z.
Konstruktiosta nähdään, että avaruudella Y on tällöin kaikilla n ∈ N myös
sellainen peiteavaruus, jonka peitetransformaatioiden ryhmä on Zn [7]. Läh-
teenä on käytetty kuvia lähteistä [7] ja [8], ja määritelmien inspiraationa
lähdettä [8].
Määritelmä 105. Olkoot Y, U, M ⊂ Rn sellaisia polkuyhtenäisiä suljettuja
avaruuden Rn osajoukkoja, joille pätee
(1) Y = U ∪M,
(2) on olemassa kompakti polkuyhtenäinen joukko S ⊂ U ja homeomor-
ﬁsmi
h : S × [−1, 1]→ U,
jolle pätee h(x, 0) = x kaikilla x ∈ S ja
(3) U ∩M = h[S × {−1}] ∪ h[S × {1}].
Tällöin sanotaan, että joukko Y voidaan jakaa joukolla U pitkin joukkoa S.
Merkitään
S− := h[S × {−1}] ja S+ = f [S × {1}].
Huomautus 106. Jos joukko Y voidaan jakaa joukolla U pitkin joukkoa S,
niin määritelmän 105 joukolle M pätee
M = (Y \ U) ∪ S+ ∪ S−,
jolloin M erityisesti on täysin määrätty.
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Kuva 4: Avaruus X on avaruuden Y säännöllinen peiteavaruus, joka on saatu
leikkaamalla avaruus Y joukolla U pitkin pintaa S, ottamalla Z kopiota
joukoista U ja M ja liimaamalla joukot yhteen pinnoista S− ja S+.
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Apulause 107. Olkoot Y, U, S ⊂ Rn sellaisia polkuyhtenäisiä suljettuja
avaruuden Rn osajoukkoja, että joukko Y voidaan jakaa joukolla U pitkin
joukkoa S. Olkoon M = (Y \ U) ∪ S+ ∪ S−. Tällöin
(a) joukot M ja U ovat suljettuja avaruudessa Y ja
(b) joukot S+ ja S− ovat suljettuja ja erillisiä avaruudessa Y .
Todistus. JoukotM ja U ovat suljettuja avaruudessa Y , joten relatiivitopolo-
gian määritelmän nojalla joukot M ∩Y ovat suljettuja avaruudessa Y . Siten
pätee kohta (a).
Joukot S ×{−1} ja S ×{1} ovat kompaktin joukon S kopioina kompak-
teja, ja kuvaus h : S × [−1, 1] → U homeomorﬁsmina jatkuva. Lauseen 57
nojalla kompaktin joukon kuva jatkuvassa kuvauksessa on kompakti, joten
joukot S+ ja S− ovat kompakteja avaruuden Y osajoukkoja. Avaruuden Rn
kompakti osajoukko on aina suljettu, joten sen perusteella, että joukot S−
ja S+ ovat suljettuja avaruudessa Rn, ovat joukot S− ja S+ ovat suljettu-
ja joukossa Y relatiivitopologian perusteella, koska pätee S− = S− ∩ Y ja
S+ = S+ ∩Y. Koska on voimassa [S×{−1}]∩ [S×{1}] = ∅ ja kuvaus h on
homeomorﬁsmina bijektio, niin pätee lisäksi S+ ∩ S− = ∅. Näin ollen pätee
kohta (b).
Olkoot Y, U, S ⊂ Rn sellaisia polkuyhtenäisiä suljettuja avaruuden Rn
osajoukkoja, että joukko Y voidaan jakaa joukolla U pitkin joukkoa S.
Olkoon M = (Y \ U) ∪ S+ ∪ S−. Merkitään jokaisella j ∈ Z
Mj = M × {j} ja
Uj = U × {j + 1/2},





määritellään kuvaus P : Rn × R→ Rn kaavalla
P (x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xn),
ja merkitään
p := P  Z.
Huomautus 108. Kuvaus P on projektiokuvauksena jatkuva, ja näin ollen
kuvaus p on jatkuvan kuvauksen P rajoittumakuvauksena jatkuva. Erityi-
sesti rajoittumakuvaukset p Mj : Mj →M ja p  Uj : Uj → U ovat homeo-
morﬁsmeja kaikilla j ∈ Z.
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Määritellään relaatio ⊂ Z × Z seuraavasti. Olkoot x ∈ S+ ∪ S− ja
t ∈ Z∪ {j + 1/2 | j ∈ Z}. Pisteet (x, t) ja (x, t+ 1/2) ovat relaatiossa , jos
jollakin j ∈ Z pätee
(x, t) ∈ S+ × {j} tai (x, t) ∈ S− × {j + 1/2}.
Olkoon nyt relaatio ∼ pienin ekvivalenssirelaatio, joka sisältää relaation  .
Tällöin pätee (x, t) ∼ (x′, t′), jos ja vain jos pätee
(x, t) = (x′, t′) tai (x, t)  (x′, t′).
Määritelmä 109. Olkoon pi : Z → X kanoninen tekijäkuvaus tekijäavaruu-
teen X := Z/ ∼, jossa on tekijäkuvauksen pi koindusoima topologia.
Ekvivalenssirelaatio ∼ on yhteensopiva kuvauksen p : Z → Y kanssa,
















Huomautus 110. Lauseen 44 sivulla 15 nojalla kuvauksen p : Z → X jatku-
vuudesta seuraa suoraan kuvauksen f : X → Y jatkuvuus.
Apulause 111. Olkoon Fi =
⋃
j∈Z,j 6=i pi[Mj ∪ Uj ] kaikilla i ∈ Z. Tällöin




Rn× ]−∞, (i−1/2)])∪(Rn×[i+1,∞[ )∪(S−×{i})∪(S−×{i+1/2})
on suljettujen joukkojen äärellisenä yhdisteenä suljettu avaruudessa Rn+1
kaikilla i ∈ Z. Siten relatiivitopologian määritelmän nojalla joukko Ei ∩ Z
on kaikilla i ∈ Z suljettu avaruudessa Z. Kuvauksen pi : Z → X määritelmän
nojalla kaikilla i ∈ Z pätee
pi−1[Fi] = Ei ∩ Z.
Siten joukko Fi on suljettu avaruudessa X sen perusteella, että avaruudessa
X on kuvauksen pi : Z → X koindusoima topologia. Siten joukko X \ Fi on
kaikilla i ∈ Z suljetun joukon komplementtina avoin.
Lause 112. Kuvaus f : X → Y on peitekuvaus.
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Todistus. Osoitetaan, että kuvauksella f : X → Y on peitekuvauksen mää-
ritelmän 79 ominaisuudet (P1)(P3).
Olkoon x ∈ Y \ S−. Joukoilla S− ja {x} on avaruudessa Y ⊂ Rn kom-
pakteina erillisinä joukkoina aidosti positiivinen etäisyys ja oletuksen perus-
teella Y on suljettu avaruudessa Rn. Tästä seuraa, että jollakin avaruuden
Rn suljetulla kuulalla B(x, r) joukko
Ω := B(x, r) ∩ Y
on sellainen kompakti joukko, jolle pätee
Ω ∩ S− = ∅ ja x ∈ intY (Ω).
Joukot Ω ∩ M ja Ω ∩ U ovat kompakteja, koska apulauseen 107 kohdan
(a) nojalla ne ovat suljettujen joukkojen leikkauksina suljettuja, ja koska
ne lisäksi ovat rajoitetun joukon Ω osajoukkoina rajoitettuja. Tästä seuraa
huomautuksen 108 nojalla, että joukko
p−1[Ω] ∩ (Mj ∪ Uj) = (p−1[Ω ∩M ] ∩Mj) ∪ (p−1[Ω ∩ U ] ∩ Uj)
on kaikilla j ∈ Z kompakti. Avaruudessa X on tekijäkuvauksen pi : Z → X
koindusoima topologia, jolloin erityisesti kuvaus pi on lauseen 43 nojalla
jatkuva. Koska lauseen 57 nojalla kompaktin joukon kuva jatkuvassa ku-
vauksessa on kompakti, niin joukko
Ωj := pi[p
−1[Ω] ∩ (Mj ∪ Uj)] ⊂ X
on kompakti kaikilla j ∈ Z..
Edelleen ekvivalenssirelaation ∼ määritelmän ja oletuksen Ω ∩ S− = ∅
perusteella kaikilla i, j ∈ Z, i 6= j, pätee
Ωj ∩ Ωi = pi
[
p−1[Ω] ∩ (Mj ∪ Uj)
] ∩ pi[p−1[Ω] ∩ (Mi ∪ Ui)]
= pi
[




Oletuksesta Ω∩S− = ∅ seuraa relaation ∼ määritelmän perusteella, että
rajoittumakuvauksen f  Ωj rajoittuma maalijoukkoon on bijektio kaikilla
j ∈ Z. Huomautuksen 45 ja lauseen 46 perusteella kuvauksen f : X → Y
jatkuvuudesta seuraa, että rajoittumakuvauksen f  Ωj rajoittuma maali-
joukkoon on jatkuva kuvaus kaikilla j ∈ Z. Lauseen 59 perusteella tällöin
joukon Ωj kompaktiudesta seuraa, että rajoittumakuvauksen f  Ωj rajoit-
tuma maalijoukkoon on myös suljettu kuvaus kaikilla j ∈ Z. Homeomorﬁs-
min määritelmän perusteella kuvaus
p′  Ωj : Ωj → Ω
on näin ollen homeomorﬁsmi kaikilla j ∈ Z.
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Sisäpistejoukon määritelmän perusteella joukko V := intY (Ω) on pisteen
x avoin ympäristö avaruudessa Y, ja kuvauksen f jatkuvuuden nojalla joukko
f−1[V ] on avoin avaruudessa X. Koska on voimassa Ω∩S− = ∅, niin kaikilla




pi[Mj ∪ Uj ]
 .
Tämän perusteella kaikilla i ∈ Z pätee
Vi := f
−1[V ] ∩ Ωi = f−1[V ] ∩
X \ ⋃
j∈Z,j 6=i
pi[Mj ∪ Uj ]
 ,







ja koska kaikilla j ∈ Z pätee Vj ⊂ Ωj , niin kohdan (6) nojalla pätee Vj ∩
Vi = ∅, kun i ja j ovat eri indeksejä. Huomautuksen 45 nojalla kuvaus f 
Vj : Vj → V on kaikilla j ∈ Z homeomorﬁsmi, koska se on homeomorﬁsmin
p′  Ωj : Ωj → Ω rajoittumakuvauksen rajoittuma maalijoukkoon. Siten on
osoitettu, että joukolla V on kaikki pisteen x ∈ Y \ S− peiteympäristöltä
vaadittavat ominaisuudet. Näin ollen on osoitettu, että kaikilla x ∈ Y \ S−
on peiteympäristö.
Olkoon x ∈ S−. Kaikilla pisteillä x ∈ S− on olemassa sellainen kompakti
joukko Ω′, että on voimassa x ∈ int(Ω′) ja Ω′ ∩ S+ = ∅. Olkoon
Ω′j := pi[p
−1[Ω] ∩ (Mj+1 ∪ Uj)]
kaikilla j ∈ Z. Pisteen x ∈ S− peiteympäristön olemassaolo voidaan nyt
todistaa käyttämällä samaa argumenttia kuin tapauksessa x ∈ Y \S−. Näin
ollen kaikilla x ∈ Y on peiteympäristö. Siten kuvauksella f : X → Y on
peitekuvauksen ominaisuudet (P1)(P3).
Olkoon
T : Z → Z, (x1, . . . , xn+1) 7→ (x1, . . . xn, (xn+1 + 1)).
Tällöin kuvaus T on jatkuva. Lisäksi, jos joillakin z, z′ ∈ Z pätee z ∼ z′, niin
pätee T (z) ∼ T (z′). Siten kuvaus T on yhteensopiva relaation ∼ kanssa, eli
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kommutoi. Tällöin kuvaus t on määritelty kaavalla
t : X → X, pi(x1, . . . , xn+1) 7→ pi(x1, . . . xn, (xn+1 + 1))
ja lauseen 44 nojalla kuvaus t on jatkuva, koska kuvaus pi ◦ T on jatkuvista
kuvauksista yhdistettynä kuvauksena jatkuva.
Lause 113. Yllä määritelty kuvaus t : X → X on peitetransformaatio.
Todistus. Osoitetaan, että kuvauksella t on määritelmän 89 ominaisuudet
(Tr1)(Tr2): Yllä olevan nojalla kuvauksen t homeomorﬁsuuden osoittamisek-
si riittää todistaa, että kuvauksella t on jatkuva käänteiskuvaus. Määritellään
kuvaus t−1 : X → X kaavalla
pi(x1, . . . , xn+1) 7→ pi(x1, . . . xn, (xn+1 − 1)).
Tällöin pätee
(t ◦ t−1) = id ja (t−1 ◦ t) = id,
joten kuvaus t−1 on kuvauksen t käänteiskuvaus. Koska kuvaus t−1 on jatku-
va samalla argumentilla kuin kuvaus t, niin tästä seuraa, että kuvaus t toteut-
taa ehdon (Tr1). Kaikilla [x] ∈ X on olemassa sellainen (x1, . . . , xn+1) ∈ Z,
joka toteuttaa ehdon [x] = pi(x1, . . . , xn+1). Tämän perusteella on erityisesti
voimassa
f([x]) = f(pi(x1, . . . , xn+1)) = P (x1, . . . , xn+1)
= P (x1, . . . , (xn+1 + 1)) = f(t(pi(x1, . . . , xn+1))) = f(t([x])),
jolloin kuvaus t toteuttaa ehdon (Tr2).
Lause 114. Peitekuvaus f : X → Y on säännöllinen, ryhmä Tr(X) on
kuvauksen t : X → Y virittämä ja peitetransformaatioiden ryhmä Tr(X)
on isomorﬁnen ryhmän (Z,+) kanssa.
Todistus. Merkitään kaikilla n ∈ N
t−n = (t−1)n
ja t0 = id. Olkoot [x], [x′] ∈ X sellaisia, joille pätee f([x]) = f([x′]). Kuvauk-
set t : X → X ja t−1 : X → X ovat peitetransformaatioina homeomorﬁsme-
ja, joten kaikilla n ∈ Z kuvaus tn : X → X on homeomorﬁsmeista yhdis-
tettynä kuvauksena homeomorﬁsmi. Peitetransformaatioiden ominaisuuden






jolloin kaikilla n ∈ Z pätee
f(tn([x])) = . . . = f(t([x])) = f([x]).
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Siten kaikilla n ∈ Z pätee peitetransformaation määritelmän nojalla
tn ∈ Tr(X). (7)
Kaikilla [x], [x′] ∈ X, joille on voimassa f([x]) = f([x′]), on olemassa sellai-
set k ∈ Z ja (x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Z, että pätee
pi(x1, . . . , xn, xn+1) = [x] ja pi(x1, . . . , xn, (xn+1 + k)) = [x
′],
jolloin peitetransformaatiolle tk ∈ Tr(X) pätee
tk([x]) = [x′]. (8)
Säännöllisen peitekuvauksen määritelmän (määritelmä 91, sivulla 28) nojalla
peitekuvaus f on näin ollen säännöllinen. Ryhmä Tr(X) on kuvauksen t
virittämä ja kohdan (7) perusteella kuvaus Z → Tr(X) on injektio. Siten
ryhmä Tr(X) on äärettömänä syklisenä ryhmänä isomorﬁnen ryhmän (Z,+)
kanssa.
Määritelmä 115. Olkoon Y ⊂ Rn sellainen suljettu joukko, että on olemas-
sa sellaiset suljetut joukot U, S ⊂ Rn, että joukko Y voidaan jakaa joukolla
U pitkin joukkoa S. Olkoon avaruus X kuten määritelmässä 109. Tällöin
sanotaan, että avaruuden Y peiteavaruus X saadaan joukon S avulla.
Kerätään nyt luvussa todistetut tulokset yhteen lauseeseen määritelmän
115 avulla.
Lause 116. Olkoon Y ⊂ Rn sellainen suljettu joukko, että on olemassa
sellaiset suljetut joukot U, S ⊂ Rn, että joukko Y voidaan jakaa joukolla
U pitkin joukkoa S. Tällöin avaruudella Y on säännöllinen peiteavaruus X,
joka on saadaan joukon S avulla, ja jolle pätee
Tr(X) ∼= (Z,+).
Todistus. Koska on olemassa sellaiset joukot U, S ⊂ Rn, että joukko Y
voidaan jakaa joukolla U pitkin joukkoa S, niin avaruudella Y on peite-
avaruus, joka saadaan joukon S avulla. Lauseen 114 nojalla peiteavaruus X
on tällöin avaruuden Y säännöllinen peiteavaruus, jonka peitetransformaa-
tioiden ryhmä on isomorﬁnen ryhmän (Z,+) kanssa.
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4 Avaruuden R3 PL-teoriaa
4.1 Paloittain lineaariset joukot
Tässä kappaleessa tutustutaan avaruuden R3 paloittain lineaariseen luon-
teeseen esittelemällä paloittain lineaarisia joukkoja ja niiden ominaisuuksia.
4.1.1 Suorat, särmä ja taso
Määritelmä 117. Joukko S ⊂ R3 on suora, jos on olemassa sellaiset vek-
torit o, s ∈ R3, s 6= (0, 0, 0), joilla pätee
S = {x = o+ t · s | t ∈ R},
missä vektoria s kutsutaan suoran S suuntavektoriksi.
Määritelmä 118. Olkoot S ja N ⊂ R3 suoria. Tällöin suora S on suoran
N normaalisuora, jos pätee S ∩N 6= ∅ ja suorilla S ja N on kohtisuorassa
olevat suuntavektorit.
Määritelmä 119. Joukko T ⊂ R3 on puolisuora, jos on olemassa sellaiset
vektorit o, s ∈ R3, s 6= (0, 0, 0), että pätee
T = {x = o+ t · s | t ∈ [0,∞[ }.
Määritelmä 120. Joukko E ⊂ R3 on särmä, jos on olemassa sellaiset o, s ∈
R3, s 6= (0, 0, 0), että pätee
E = {x = o+ t · s | t ∈ [0, 1]}.
Määritelmä 121. Paria (a, b), jolle pätee
E = {a+ t · (a− b) | t ∈ [0, 1]},
kutsutaan särmän E suunnistukseksi.
Määritelmä 122. Olkoot joukot E = [a, b] ja E′ = [a′, b′] särmiä, joiden
suunnistukset ovat (a, b) ja (a′, b′), ja joille pätee E′ ⊂ E. Tällöin sano-
taan, että särmä E′ on perinyt suunnistuksen särmältä E, jos avaruuden R3
metriikassa d pätee
d(a, a′) < d(a, b′).
Määritelmä 123. SärmienE jaE′ suunnistukset ovat yhtenevät, jos jokainen
särmä A ⊂ E ∩ E′, perii saman suunnistuksen särmältä E ja E′.
Olkoon [a, b] särmä. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen avaruuden R3
suora S, jolle pätee [a, b] ⊂ S. Merkitään tätä suoraa
S([a, b]).
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Olkoon c ∈ R3. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen suora, joka kulkee pis-
teen c kautta ja on yhdensuuntainen suoran S([a, b]) kanssa. Merkitään tätä
suoraa
S([a, b], c).
Lisäksi on olemassa yksikäsitteinen avaruuden R3 puolisuora T , jolle pätee
[a, b] ⊂ T ja a on puolisuoran päätepiste. Merkitään tätä puolisuoraa
T ([a, b], a).
Määritelmä 124. Joukko U ⊂ R3 on konveksi, jos kaikilla x, y ∈ U , x 6= y,
pätee [x, y] ⊂ U.
Määritelmä 125. Olkoot X konveksi metrinen avaruus ja A,B ⊂ X osa-
joukkoja. Tällöin joukkoa B kutsutaan joukon A konveksiksi verhoksi, jos B
on pienin joukon X konveksi osajoukko joka sisältää joukon A.




Todistus. Olkoot x, y ∈ B, x 6= y. Tällöin joukkojen Ai konveksisuuden no-
jalla kaikilla i ∈ I pätee [x, y] ⊂ Ai, jolloin leikkauksen määritelmän nojalla
[x, y] ⊂ B. Siten B on konveksi.
Määritelmä 127. Olkoot o, s1 ja s2 avaruuden R3 vektoreita, ja s1 ja s2
lineaarisesti riippumattomia. Tällöin joukkoa
W = {x = o+ t · s1 + r · s2 | t, r ∈ R}
kutsutaan tasoksi.
Tunnetusti kolmion kulmapisteet määräävät tason. Olkoot S suora ja
x ∈ S. Merkitään
STx = ∪{Nx | Nx on suoran S pisteen x kautta kulkeva normaalisuora}.
Tällöin joukko STx on taso ja suoraa S kutsutaan tason S
T
x normaaliksi.
Määritelmä 128. Olkoot o, s1 ja s2 avaruuden R3 vektoreita, ja s1 ja s2
lineaarisesti riippumattomia. Tällöin joukko
A = {x = o+ t · s1 + r · s2 | t ∈ [0,∞[ ja r ∈ R}
on puolitaso.
Puolitason reuna on suora ja puolitaso on konveksi.
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4.1.2 Polygoni
Määritelmä 129. Joukko P ⊂ R3 on polygoni, jos on olemassa sellaiset
pisteet v0, . . . , vk ∈ R3, jotka toteuttavat:
(i) P =
⋃k
i=0[vi, vi+1] ⊂ R3,
(ii) kun i ja j ovat eri indeksejä on joukko [vi, vi+1] ∩ [vj , vj+1] yhteinen
piste tai tyhjä joukko ja
(iii) kaikilla i ∈ {0, . . . , k} pätee [vi−1, vi] ∩ [vi, vi+1] = vi, kun tulkitaan
v0−1 = vk ja vk+1 = v0.
Äärellistä pistejonoa (v0, . . . , vk) kutsutaan polygonin kulmapisteiden jonok-
si ja särmää [vi, vi+1] kutsutaan kaikilla i ∈ {0, . . . , k} polygonin sivuksi.
Yleisemmin polygonin kulmapisteiden indeksien ajatellaan olevan ryhmän
Zk+1 alkioita. Koska kulmapisteiden jono määrää polygonin P yksikäsitteis-
esti, niin käytetään merkintää
P = P (v0, . . . , vk).
Määritelmä 130. Polygoni P on yksinkertainen mikäli on olemassa homeo-
morﬁsmi h : S1 → P.
Kuva 5: Yksinkertainen polygoni P (v0, . . . , v9).
Huomautus 131. Polygoni P (v0 . . . , vk) on yksinkertainen, jos ja vain jos
kaikilla i ∈ {0, . . . , k} pätee kaikilla j /∈ {i− 1, i, i+ 1}
[vi, vi+1] ∩ [vj , vj+1] = ∅, (9)
kun kaavassa (9), kuten myös polygoneille jatkossa, tulkitaan
v0−1 = vk ja vk+1 = v0.
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Määritelmä 132. Olkoon P = (v0, . . . , vk) polygoni ja pari (ai, bi) kaikilla
i ∈ {0, . . . , k} sellainen särmän [vi, vi+1] suunnistus, että pätee joko ai =
vi ja bi = vi+1 tai ai = vi+1 ja bi = vi. Tällöin kokoelmaa
$P = {(ai, bi) | i ∈ {0, . . . , k}}
kutsutaan polygonin P suunnistukseksi.
Määritelmä 133. Polygonin P = P (v0, . . . , vk) suunnistusta
{(vi, vi+1) | i ∈ {0, . . . k}}
kutsutaan kulmapistejonon (v0, . . . , vk) määräämäksi suunnistukseksi.
Huomautus 134. Ellei toisin mainita, niin jatkossa oletetaan, että kaikilla
polygoneilla on mainitun kulmapistejonon määräämä suunnistus.
Määritelmä 135. Olkoot P = P (v0, . . . , vk) ja P ′ = P (v′0, . . . , v′k′) poly-
goneja. Tällöin sanotaan, että polygonien P ja P ′ suunnistukset ovat yhtene-
vät, jos särmien [vi, vi+1] ja [vi′ , vi′+1] suunnistukset ovat yhtenevät kaikilla
i ∈ {0, . . . , k} ja i′ ∈ {0, . . . , k′}.
Olkoon Λ sellainen äärellinen kokoelma yksinkertaisen polygonin P =
P (v0, . . . , vk) yhtenäisiä epätyhjiä osajoukkoja, että joukon Λ alkioiden sulkeu-
mat ovat pareittain erillisiä. Asetetaan kaikilla D ∈ Λ
i(D) = min{i ∈ {0, . . . , n} | D ∩ [vi, vi+1] 6= ∅}.
Kaikilla D ∈ Λ joukko D on suljettu ja polygonin P osajoukkona rajoitettu,
joten D on kompakti. Näin ollen lauseen 58 perusteella joukkojen D ja D′
erillisyydestä seuraa, että kaikilla D,D′ ∈ Λ, joilla pätee i(D) = i(D′), pätee
joko
dist(D, vi) < dist(D′, vi) tai dist(D′, vi) < dist(D, vi).
Tämän perusteella on olemassa yksikäsitteinen joukon Λ indeksöinti Λ =
{D0, . . . , Dk}, jolle pätee i(Dm) ≤ i(Dn), jos on voimassa m < n, ja lisäksi
pätee
dist(Dm, vi) < dist(Dn, vi).
jos on voimassa i(Dm) = i(Dn).
Määritelmä 136. Olkoot joukko Λ ja joukon Λ indeksöinti kuten yllä. Täl-
löin sanotaan joukon Λ indeksöinnin olevan yhteensopiva polygonin P suun-
nistuksen kanssa.
Jos joukon Λ alkiot ovat yksiöitä voidaan tällöin myös sanoa, että joukon
Λ = {D0, . . . , Dk} pisteet esiintyvät polygonin P suunnistuksessa järjestyk-
sessä
D0, . . . , Dk.
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4.1.3 Tahko
Tässä kappaleessa lähteenä on käytetty kirjoja [3] ja [5].
Määritelmä 137. Olkoot X topologinen avaruus ja a ∈ X. Tällöin
C(a,X) =
⋃
{A ⊂ X | A on yhtenäinen ja a ∈ A}
on pisteen a-komponentti.
Avaruuden komponentit muodostavat avaruuden osituksen, ja jokainen
piste a ∈ X kuuluu täsmälleen yhteen komponenttiin.
Lause 138 (Jordanin käyrälause, Lause 8.6 [5]). Olkoot W taso ja P sel-
lainen yksinkertainen polygoni, että P ⊂ W . Tällöin avaruudella W \ P on
kaksi komponenttia, joiden yhteinen reuna on polygoni P. Toinen komponen-
teista on rajoitettu ja toinen rajoittamaton.
Kuva 6: Tason yksinkertaisen polygonin P = P (v0, . . . , v9) rajaama tahko
F (P ).
Määritelmä 139. Olkoot W taso, P yksinkertainen polygoni, joka sisältyy
tasoon W, ja U joukon W \ P rajoitettu komponetti. Tällöin joukkoa U
kutsutaan polygonin P rajaamaksi tahkoksi ja merkitään F (P ).
Huomautus 140. Olkoot x1, x2 ja x3 avaruuden R3 pisteitä, jotka eivät ole
samalla suoralla. Tällöin alkeellisen geometrian perusteella P (x1, x2, x3) on
yksinkertainen polygoni ja tahko F (P (x1, x2, x3)) on konveksi.
Olkoot W taso ja W0,W1 ⊂W sellaisia puolitasoja, että jollakin q ∈W
pätee ∂W1 ∩ ∂W0 = {q}. Olkoot x0, y0 ∈ ∂W0 \ {q}, x1, y1 ∈ ∂W1 \ {q}
sellaisia pisteitä, että särmille [x0, x1], [y0, y1] ⊂W pätee
[x0, x1], [y0, y1] ⊂W0 ∩W1 ja [x0, x1] ∩ [y0, y1] = ∅.
Olkoon kuvaus x : [0, 1]→ [x0, x1] määritelty kaavalla
x(t) = (1− t)x0 + tx1.
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Alkeellisen geometrian nojalla joukko T ([x(t), q], q) ∩ [y0, y1] on kaikilla t ∈
[0, 1] yksiö, joten voidaan määritellä kuvaus y : [0, 1] → [y0, y1], t 7→ y(t),
missä y(t) ∈W on kaikilla t ∈ [0, 1] piste, joka toteuttaa ehdon
{y(t)} = T ([x(t), q], q) ∩ [y0, y1].
Määritelmä 141. Määritellään kuvaus f : [0, 1]× [0, 1]→W kaavalla
f(s, t) = (1− s)x(t) + sy(t).
Lause 142. Kuvaus f : [0, 1]× [0, 1]→ f[[0, 1]× [0, 1]] on homeomorﬁsmi.
Todistus. Kuvaus f : [0, 1]×[0, 1]→ f[[0, 1]×[0, 1]] on Lipschitz-kuvauksena
jatkuva lauseen 48 nojalla. Lauseen 59 (sivulla 16) nojalla kuvaus f on sul-
jettu kuvaus sen perusteella, että määrittelyjoukko [0, 1]×[0, 1] on kompakti.
Mielivaltaisen kuvauksen rajoittuma kuvajoukkoon on surjektio, joten riit-
tää osoittaa kuvaus f injektioksi. Oletuksen [x0, x1] ∩ [y0, y1] = ∅ nojalla
kaikilla t ∈ [0, 1] pätee x(t) 6= y(t). Kuvauksen f määritelmän nojalla rajoit-
tumakuvaus
f : [0, 1]× {t} → [x(t), y(t)]
on tällöin bijektio. Siten kaikilla t ∈ [0, 1], s, s′ ∈ [0, 1], joilla pätee f(s, t) =
f(s′, t) pätee
(s, t) = (s′, t). (10)
Oletuksen nojalla on voimassa x1 /∈ ∂W0 = S([x0, q]), joten pätee [x0, x1] ∩
S([x0, q]) = {x0}. Koska kuvaus x : [0, 1] → [x0, x1] on bijektio, pätee siten
euklidisen geometrian nojalla
T ([q, x(t)], q) ∩ T ([q, x(t′)], q) = {q},
kun pätee t 6= t′. Lisäksi sen perustella, että pisteet x0, x1 ja q eivät ole
samalla suoralla, on alkeellisen geometrian nojalla selvää, että kaikilla t ∈
[0, 1] on voimassa q /∈ [x(t), y(t)]. Näin ollen, kun pätee t 6= t′, niin pätee
f([0, 1]× {t}) ∩ f([0, 1]× {t′}) = [x(t), y(t)] ∩ [x(t′), y(t′)] = ∅, (11)
koska kuvauksen f määritelmän nojalla kaikilla t ∈ [0, 1] on voimassa
[x(t), y(t)] ⊂ T ([q, x(t)], q).
Oletetaan, että joillakin (s, t), (s′, t′) ∈ [0, 1] × [0, 1] pätee f(s, t) = f(s′, t′).
Tällöin kohdan (11) nojalla pätee t = t′, jolloin kohdan (10) nojalla pätee
(s, t) = (s′, t′).
Siten kuvaus f on injektio.
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Lause 143. Olkoot W taso ja W0, W1 ⊂ W sellaisia puolitasoja, että jol-
lakin q ∈ R pätee ∂W1 ∩ ∂W0 = {q}. Olkoot x0, y0 ∈ ∂W0 \ {q}, x1, y1 ∈
∂W1 \ {q} sellaisia pisteitä, että särmille [x0, x1], [y0, y1] ⊂W pätee
[x0, x1], [y0, y1] ⊂W0 ∩W1 ja [x0, x1] ∩ [y0, y1] = ∅.
(a) Tällöin polygoni P = P (x0, x1, y1, y0) on yksinkertainen.
(b) Tällöin kaikilla x ∈ [x0, x1] on olemassa sellainen y(x) ∈ [y0, y1], että
pätee
(i) T ([x, q], q) ∩ [y0, y1] = {y(x)},
(ii) [x, y(x)] ∩ [x′, y(x′)] = ∅ kaikilla x, x′ ∈ [x0, x1], x 6= x′ ja
(iii) F (P ) =
⋃
x∈[x0,x1][x, y(x)].
(c) Tällöin on voimassa
F (P ) ⊂W0 ∩W1 ∩W2 ja F (P ) ∩ S([x0, x1]) = [x0, x1],
kun W2 ⊂W on puolitaso, joka toteuttaa suoran S([x0, x1]) ja särmän
[y0, y1] suhteen ehdot
∂W2 = S([x0, x1]) ja [y0, y1] ⊂W2.
Todistus. Olkoon f määritelmän 141 kuvaus. Kuvauksen f määritelmän no-




[0, 1] × [0, 1])]. Siten kohta (a) pätee sen nojalla,
että kuvaus f on homeomorﬁsmi ja joukko ∂W
(
[0, 1] × [0, 1]) on homeo-
morﬁnen yksikköympyrän S1 kanssa. Joukko f
[
]0, 1[ × ]0, 1[ ] on kuvauk-
sen määritelmän nojalla sellainen maksimaalinen rajoitettu avoin yhtenäinen





]0, 1[ × ]0, 1[ ]) = P.
Siten f
[
]0, 1[ × ]0, 1[ ] on tahkon määritelmän nojalla polygonin P rajaama
tahko F (P ) ja kohdat (b) ja (c) seuraavat suoraan kuvauksen f ominaisuuk-
sista.
Olkoon W ′ taso ja olkoot W ′0, W ′1 ⊂W ′ sellaisia puolitasoja, että suorat
∂W ′0 ja ∂W ′1 ovat yhdensuuntaisia ja pätee W ′1 ∩W ′0 6= ∅. Olkoot x′0, y′0 ∈







1] ⊂W ′0 ∩W ′1 ja [x′0, x′1] ∩ [y′0, y′1] = ∅.
Olkoon kuvaus x′ : [0, 1]→ [x0, x1] määritelty kaavalla
x′(t) = (1− t)x′0 + tx′1
ja kuvaus y′ : [0, 1]→ [y0, y1] kaavalla
y′(t) = (1− t)y′0 + ty′1.
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Määritelmä 144. Määritellään kuvaus f ′ : [0, 1]× [0, 1]→W ′ kaavalla
f ′(s, t) = (1− s)x′(t) + sy′(t).
Lause 145. Kuvaus f ′ : [0, 1]× [0, 1]→ f ′[[0, 1]× [0, 1]] on homeomorﬁsmi.
Todistus. Suorat S([x′(t), y′(t)]) ja S([x′(t′), y′(t′)]) ovat kaikilla t, t′ ∈ [0, 1]
yhdensuuntaisia, sen perusteella, että suorat ∂W ′0 ja ∂W ′1 ovat yhdensuun-
taisia. Siten joukko
[x′(t), y′(t)] ∩ [x′(t′), y′(t′)]
on tyhjä, kun pätee t 6= t′. Näin ollen lause voidaan todistaa samalla argu-
mentilla kuin lause 142.
Lause 146. Olkoot W0, W1 ⊂ W sellaisia puolitasoja, että suorat ∂W0 ja
∂W1 ovat yhdensuuntaisia. Olkoot x0, y0 ∈ ∂W0, x1, y1 ∈ ∂W1 sellaisia pis-
teitä, että särmille [x0, x1], [y0, y1] ⊂W pätee
[x0, x1], [y0, y1] ⊂W0 ∩W1 ja [x0, x1] ∩ [y0, y1] = ∅.
(a) Tällöin polygoni P = P (x0, x1, y1, y0) on yksinkertainen ja pätee F (P ) ⊂
W0 ∩ W1 ∩ W2, kun W2 on sellainen puolitaso, joka toteuttaa suo-
ran S([x0, x1]) ja särmän [y0, y1] suhteen ehdot ∂W2 = S([x0, x1]) ja
[y0, y1] ⊂W2.
(b) Tällöin kaikilla x ∈ [x0, x1] on olemassa sellainen y(x) ∈ [y0, y1], että
kun Sx on pisteen x kautta kulkeva suora, joka on yhdensuuntainen
suorien S0 ja S1 kanssa, pätee:
(i) Sx ∩ [y0, y1] = {y(x)},
(ii) [x, y(x)] ∩ [x′, y(x′)] = ∅ kaikilla x, x′ ∈ [x0, x1], x 6= x′, ja
(iii) F (P ) =
⋃
x∈[x0,x1][x, y(x)].
(c) Tällöin pätee F (P ) ∩ S([x0, x1]) = [x0, x1].
Todistus. Seuraa lauseesta 145 samalla argumentilla kuin lause 143 seuraa
lauseesta 142.
4.1.4 Monitahokas
Määritelmä 147. Joukko M :=
⋃n
j=0 F (Pj) on monitahokas, jos toteutuu
ehdot:
(i) Pj := P (v
j
0, . . . v
j
kj
) on yksinkertainen polygoni kaikilla j ∈ {0, . . . , n},
(ii) F (Pj) on polygonin Pj rajoittama tahko kaikilla j ∈ {0, . . . , n},
(iii) kaikilla i, j ∈ {0, . . . n}, i 6= j, leikkaus F (Pi)∩ F (Pj) on tyhjä joukko,
polygonien Pj ja Pi yhteinen kulmapiste tai yhteinen sivu ja
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(iv) leikkaus F (Pi)∩F (Pj)∩F (Pk) on kaikilla pareittain erillisillä i, j, k ∈
{0, . . . , n} tyhjä joukko tai yksiö.
Jatkossa merkinnällä M :=
⋃n
j=0 F (Pj) tarkoitetaan, että M on monita-
hokas ja kokoelma {F (Pj) | j ∈ {0, . . . , n}} todistaa sen.
Huomautus 148. MonitahokasM :=
⋃n
i=0 F (Pj) on reunallinen 2-monisto,
jos kokoelma {F (Pj) | j ∈ {0, . . . , n}} toteuttaa ehdon:
(v) kaikilla i, j ∈ {0, . . . n}, joilla joukko F (Pj) ∩ F (Pi) on polygonien Pj
ja Pi yhteinen kulmapiste, on olemassa sellainen k ∈ {0, . . . , n}, jolla
leikkaus F (Pj)∩F (Pk) on polygonien Pj ja Pk yhteinen sivu, leikkaus
F (Pk) ∩ F (Pi) polygonien Pk ja Pi yhteinen sivu ja pätee
F (Pi) ∩ F (Pj) = F (Pi) ∩ F (Pj) ∩ F (Pk) sekä
F (Pi) ∩ F (Pj) ∩ F (Pl) = ∅ kaikilla l /∈ {i, j, k}.
Oletetaan, että särmä [a, b] ja yksinkertaiset polygonit P = (v0, . . . , vk)
ja P = (v′0, . . . , v′k′) ovat sellaiset, joilla pätee P ∩ P ′ := [a, b], missä särmä
[a, b] on polygonien P ja P ′ yhteinen sivu. Oletetaan lisäksi, että indeksit
n ∈ {0, . . . , k} ja m ∈ {0, . . . , k′} ovat sellaiset, joilla pätee a = vn = v′m.
Määritelmä 149. Olkoot joukot P , P ′, [a, b] ja pisteet vn ja vm kuten yllä.
Sanotaan, että polygonit P ja P ′ ovat yhteensopivia, jos pätee
b = vn−1 = v′m+1 tai b = vn+1 = v
′
m−1.
Määritelmä 150 (Suunnistuva monitahokas). MonitahokasM =
⋃n
j=0 F (Pj)
on suunnistuva, jos polygonit Pi ja Pj ovat yhteensopivat kaikilla i, j ∈
{1, . . . , n}, joilla leikkaus F (Pi) ∩ F (Pj) on polygonien Pi ja Pj yhteinen
sivu.
Lause 151. Olkoon M =
⋃n






 ∪ F (P 1j ) ∪ F (P 2j )
on sellainen monitahokas, että on voimassa
P 1j , P
2
j ⊂ F (Pj) sekä F (P 1j ) ∩ F (P 2j ) = ∅,
ja lisäksi polygonien P kj ja Pj suunnistukset ovat yhtenevät kaikilla k ∈
{1, 2}. Tällöin monitahokas M ′ on suunnistuva.
Todistus. Monitahokkaan M suunnistuvuuden perusteella riittää osoittaa,
että polygonit Pi ja P kj ovat yhteensopivat kaikilla i ∈ {0, . . . , n} ja k ∈
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{1, 2}, joilla Pi ∩P kj on polygonien Pi ja P kj yhteinen sivu. Oletuksen perus-
teella pätee P kj ⊂ F (Pj), joten kaikilla i ∈ {0, . . . , n} ja k ∈ {1, 2} pätee
Pi ∩ P kj ⊂ Pi ∩ Pj ja Pi ∩ P kj ⊂ Pj ∩ P kj .
Lisäksi oletuksen perusteella polygonien P kj ja Pj suunnistukset ovat yhte-
nevät kaikilla k ∈ {1, 2} ja monitahokkaan M suunnistuvuuden perusteella
polygonit Pi ja Pj ovat yhteensopivat. Näin ollen polygonit Pi ja P kj yhteen-
sopivat kaikilla i ∈ {0, . . . , n} ja k ∈ {1, 2}, joilla Pi ∩ P kj on polygonien Pi
ja P kj yhteinen sivu.
Lause 152. Olkoot M :=
⋃n






tahokkaita, että kaikilla j ∈ {0, . . . , n} polygonien Pj ja P ′j suunnistukset ovat
yhtenevät ja pätee P ′j ⊂ F (Pj). Tällöin monitahokas M ′ on suunnistuva, jos
monitahokas M on suunnistuva.
Todistus. Todistetaan samalla argumentilla kuin lause 151.
4.1.5 PL-käyrä ja tähti
Kuva 7: Tähti X = X(x0, y1, . . . y7) ja PL-käyrä α(a0, . . . , a6).
Määritelmä 153. Joukko α ⊂ R3 on PL-käyrä, jos on olemassa sellaiset




[ai, ai+1] ⊂ R3 ja
[ai−1, ai] ∩ [ai, ai+1] = {ai} kaikilla i ∈ {1, . . . , n− 1}.
Äärellinen pistejono (a0, . . . , an) on tällöin eräs PL-käyrän α kulmapistejono.
Koska kulmapistejono määrää käyrän α yksikäsitteisesti, niin merkitään
α = α(a0, . . . , an).
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Määritelmä 154. PL-käyrä on yksinkertainen, jos on olemassa homeomor-
ﬁsmi h : [0, 1]→ α.
PL-käyrä α(a0, . . . an) on yksinkertainen, jos ja vain jos kaikilla i ∈
{0, . . . , n} pätee
[ai, ai+1] ∩ [aj , aj+1] = ∅ kaikilla j /∈ {i− 1, i, i+ 1}.
Määritelmä 155. Joukko X ⊂ R3 on tähti, jos on olemassa sellainen x0 ∈




[yj , x0] ja
[yj , x0] ∩ [yi, x0] = {x0} kaikilla i, j ∈ {1, . . . , n}, i 6= j.
Tällöin merkitään X = X(x0; y1, . . . , yn). Sopimuksesta samaistetaan myös
merkinnät
y1 = yn+1 ja yn = y0.
4.2 Monitahokas ympäristönä - PLr-ympäristö
Tässä kappaleessa määritellään särmän PLr-ympäristö. Kirjainyhdistelmä
PL viittaa siihen, että PLr-ympäristö on aina monitahokas ja reunallinen
2-monisto, ja yläindeksi r viittaa siihen, että särmän PLr ympäristöön sisäl-
tyvän pisteen etäisyys särmästä on rajoitettu etäisyydellä r. Särmien yhdis-
teenä määriteltäville paloittain lineaarisille joukoille PLr-ympäristö määritel-
lään yhdisteenä särmien PLr-ympäristöjä.
4.2.1 Särmän PLr-ympäristö
Kuva 8: Särmän [a0, a1] PLr-ympäristö.
Määritelmä 156. Olkoot [a0, a1] särmä, A ⊂ R3 ja r > 0. Tällöin joukkoa A
kutsutaan särmän [a0, a1] PLr-ympäristöksi, jos olemassa sellaiset avaruuden
R3 osajoukot
Ejx, x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1},









ja jotka toteuttavat ehdot:
(A1) kaikilla j ∈ {0, 1} ja x ∈ [a0, a1] joukko Ejx := [x, xj ] on särmä,
(A2) kaikilla j ∈ {0, 1} on voimassa d(a0, aj0) = d(a1, aj1) = r,
(A3) kaikilla j ∈ {0, 1} polygoni Pj = P (a0, a1, aj1, aj0) rajoittaa sellaisen





F (Pj) ∩ S([a0, a1]) = [a0, a1],
kun S([a0, a1]) on särmän [a0, a1] sisältävä suora, sekä
(A4) kuvaus f : [a0, a1]× [−1, 1]→ A, joka saadaan asettamalla
f(x, t) =
{
x+ t(x1 − x) kaikilla (x, t) ∈ [a0, a1]× [0, 1]
x+ t(x− x0) kaikilla (x, t) ∈ [a0, a1]× [−1, 0],
on homeomorﬁsmi.








 ∈ PLr([a0, a1]), Ejx := [x, xj ],
tarkoittaa sitä, että osajoukko A ⊂ R3 on särmän [a0, a1] PLr-ympäristö ja
{Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} on kokoelma särmiä, joka osoittaa sen.
Huomautus 157. Yllä kokoelma {Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} ei ole yk-
sikäsitteinen, vaikka joukko A on kiinnitetty.
Määritelmä 158. Särmän [a0, a1] PLr-ympäristöä A kutsutaan särmän
[a0, a1] vahvaksi PLr-ympäristöksi, jos jollekin sen osoittavalle kokoelmalle
{Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} pätee, että joukko Ex := E0x ∪ E1x on särmä
kaikilla x ∈ [a0, a1].
Merkinnällä A :=
⋃
x∈[a0,a1]Ex ∈ PLr([a0, a1]) tarkoitetaan jatkossa sitä,
että A on särmän [a0, a1] vahva PLr-ympäristö ja {Ex | x ∈ [a0, a1]} kokoel-
ma särmiä, joka osoittaa sen.








 ∈ PLr([a0, a1]), Ejx := [x, xj ],
Olkoon s ∈ ]0, r[ ja olkoot pisteet zj0, cj0 ∈ ]a0, aj0[ ja zj1, cj1 ∈ ]a1, aj1[ kaikilla
j ∈ {0, 1} sellaisia, että cj0 on särmän [zj0, aj0] keskipiste ja cj1 särmän [zj1, aj1]
keskipiste, ja pätee
s = dist(zj0, a0) = dist(z
j
1, a1).
Tällöin jollakin särmän [a0, a1] PL









ja lisäksi kaikilla j ∈ {0, 1} on olemassa sellainen särmän [cj0, cj1] PL
r−s
2 -














Todistus. Oletuksen perusteella kokoelmalla {Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} on








 sekä [zj0, zj1] ∩ [aj0, aj1] = ∅
ja erityisesti tason erisuuntaisten suorien leikkauspisteen yksikäsitteisyyden
perusteella kaikilla x ∈ [a0, a1] ja j ∈ {0, 1} on olemassa yksikäsitteiset
sellaiset pisteet zjx ∈ [zj0, zj1], joille pätee
Ejx ∩ F (P (a0, zj0, zj1, a1)) = [x, zjx] ja Ejx ∩ F (P (zj0, aj0, aj1, zj1)) = [zjx, xj ].
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Tällöin kokoelmalla {[x, zjx] | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} on särmän [a0, a1] PLs-
ympäristön ominaisuudet (A1)(A3) ja erityisesti pätee [zj0, z
j


















Oletuksen perusteella kokoelmalla {Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} on särmän
[a0, a1] PL
r-ympäristön ominaisuus (A4), joten f : [a0, a1]× [−1, 1]→ A,
f(x, t) =
{
x+ t(x1 − x) kaikilla (x, t) ∈ [a0, a1]× [0, 1]
x+ t(x− x0) kaikilla (x, t) ∈ [a0, a1]× [−1, 0],
on homeomorﬁsmi. Koska homeomorﬁsmin f käänteiskuvaus f−1 on jatkuva,
ja koska särmät [zj0, z
j






] ⊂ [a0, a1]× [−1, 1]
on lauseen 67 perusteella polkuyhtenäinen kaikilla j ∈ {0, 1}. Tästä seuraa,





x, t|f−1(z1x)− (x, 0)|) kaikilla (x, t) ∈ [a0, a1]× [0, 1]
f
(
x, t|f−1(z0x)− (x, 0)|) kaikilla (x, t) ∈ [a0, a1]× [−1, 0],
on sellainen homeomorﬁsmi, joka todistaa särmän [a0, a1] PLs-ympäristön







polkuyhtenäisyyden perusteella kuvauksen g määritel-
mässä esiintyvät skaalaukset
t 7→ t|f−1(zjx)− (x, 0)|, j ∈ {0, 1},
ovat jatkuvia. Siten pätee A′ ∈ PLs([a0, a1]).
Kokoelmalla {Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} on särmän [a0, a1] PLr-











1] ∩ [aj0, aj1] = ∅ ja [cj0, cj1] ∩ [zj0, zj1] = ∅,
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ja tason erisuuntaisten suorien leikkauspisteen yksikäsitteisyyden perusteella




Ejx ∩ F (P (cj0, zj0, zj1, cj1)) = [zjx, cjx] ja Ejx ∩ F (P (cj0, aj0, aj1, cj1)) = [cjx, xj ].
Koska on voimassa [cj0, c
j
1] = {cjx | x ∈ [a0, a1]}, niin merkitsemällä kaikilla










x ∈ [cj0, cj1]
on kokoelmalla {Eix | i ∈ {0, 1}} ja x ∈ [cj0, cj1] särmän [cj0, cj1] PL
r−s
2 -








jolloin samalla argumentilla kuin joukon A′ tapauksessa seuraa homeomor-





2 -ympäristön ominaisuus (A4) kaikilla j ∈ {0, 1}. Tämä
todistaa väiteen, koska pätee






1)) kaikilla j ∈ {0, 1}.








 ∈ PLr([a0, a1]), Ejx := [x, xj ].
Tällöin kaikilla y ∈ Ejx pätee d(x, y) ≤ r.
Todistus. Väite seuraa PLr-ympäristön määritelmän kohdasta (A2).
Lause 162. Olkoot W ⊂ R3 taso, [a0, a1] ⊂ W särmä ja joukot W 0,W 1 ⊂
W sellaisia puolitasoja, joille pätee
W = W 0 ∪W 1 ja W 0 ∩W 1 = S([a0, a1]).
Olkoot joukot S0, S1 ⊂W sellaisia suoria, joille pätee
S0 ∩ S([a0, a1]) = {a0} ja S1 ∩ S([a0, a1]) = {a1},
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ja olkoot Y0, Y1 ⊂W sellaisia puolitasoja, joille on voimassa
∂Y0 = S0, [a0, a1] ⊂ Y0 ∩ Y1 ja ∂Y1 = S1.
Tällöin on olemassa sellainen r0 > 0, että kaikilla r ∈ ]0, r0[ on olemassa
sellaiset a00, a
1
0 ∈ S0 ja a01, a11 ∈ S1, että polygoni P j = P (a0, a1, aj1, aj0) ⊂
W on kaikilla j ∈ {0, 1} yksinkertainen polygoni, jonka rajaamalle tahkolle
F (P j) ⊂W pätee
F (P j) ⊂W j ∩ Y0 ∩ Y1, F (P j) ∩ S0 = [a0, aj0] sekä F (P j) ∩ S1 = [a1, aj1],
ja lisäksi A :=
⋃
j∈{0,1} F (P
j) on särmän [a0, a1] vahva PL
r-ympäristö.
Todistus. Lauseiden 142, 145, 143 ja 146 nojalla lauseen osoittamiseksi riit-
tää löytää sellaiset pisteet a10, a
0




1] ⊂W j ∩ Y0 ∩ Y1, (12)
[aj0, a
j
1] ∩ [a0, a1] = ∅ (13)
ja
dist(aj0, a0) = dist(a
j , a1) = r. (14)
Oletuksista [a0, a1] ∩ S0 = {a0} ja [a0, a1] ∩ S1 = {a1} seuraa, että joko
suorat S0 ja S1 ovat yhdensuuntaiset tai pätee Sa0 ∩ Sa1 = {q} jollakin




min{dist(q, a0), dist(q, a1)}, jos pätee S1 ∩ S0 6= ∅
1, jos pätee S1 ∩ S0 = ∅
,
ja yleisyyden kärsimättä voidaan olettaa, että jos on olemassa sellainen piste
q, joka toteuttaa ehdon Sa0 ∩ Sa1 = {q}, niin q sisältyy puolitasoon W0.
Näin ollen kaikilla r ∈ ]0, r0[ ja i ∈ {0, 1} on olemassa sellaiset pisteet
a0i , a
1
i ∈ Si \ S([a0, a1]), joille pätee
{a0i } = ∂WB(ai, r) ∩ (Si ∩W 0) sekä {a1i } = ∂WB(ai, r) ∩ (Si ∩W 1)
ja a0i ∈ ]ai, q[ sekä a1i /∈ [ai, q]. Koska joukot Wj ,Y0 ja Y1 ovat puolitasoja,
niin joukko
(
W j \ ∂W (Wj)
) ∩ Y0 ∩ Y1 on konveksi, jolloin erityisesti kaikilla





W j \ ∂W (Wj)
) ∩ Y0 ∩ Y1 ⊂W j ∩ Y0 ∩ Y1,
[aj0, a
j
1] ∩ [a0, a1] = ∅
ja
dist(aj0, a0) = dist(a
j
1, a1) = r.
Näin ollen kaikilla r ∈ ]0, r0[ on olemassa sellaiset pisteet a10, a00 ∈ S0 ja
a01, a
1
1 ∈ S1, että ehdot (12), (13) ja (14) toteutuvat kaikilla j ∈ {0, 1}.
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Lause 163. Olkoot W ⊂ R3 taso, [a0, a1] ⊂ W särmä ja joukot W 0,W 1 ⊂
W sellaisia puolitasoja, joille pätee
W = W 0 ∪W 1 ja W 0 ∩W 1 = S([a0, a1]).
Olkoot joukot Sj0, S
j
1 ⊂W kaikilla j ∈ {0, 1} sellaisia suoria, joille pätee
Sj0 ∩ S([a0, a1]) = {a0} ja Sj1 ∩ S([a0, a1]) = {a1}.
Olkoot lisäksi Y j0 , Y
j
1 ⊂W sellaisia puolitasoja, joille on voimassa
∂Y j0 = S
j
0, [a0, a1] ⊂ Y j0 ∩ Y j1 ja ∂Y j1 = Sj1.
Tällöin on olemassa sellainen r0 > 0, että kaikilla r ∈ ]0, r0[ on ole-
massa sellaiset pisteet aj0 ∈ Sj0, j ∈ {0, 1} ja aj1 ∈ Sj1, j ∈ {0, 1}, että




0) on kaikilla j ∈ {0, 1} yksinkertainen polygoni, jonka
rajoittamalle tahkolle F (P j) pätee
F (P j) ⊂W j ∩ Y j0 ∩ Y j1 , F (P j) ∩ Sj0 = [a0, aj0] sekä F (P j) ∩ Sj1 = [a1, aj1],
ja lisäksi A :=
⋃
j∈{0,1} F (P
j) on särmän [a0, a1] PL
r-ympäristö.
Todistus. Todistetaan samalla argumentilla kuin lause 162.
4.2.2 Yksinkertaisen PL-käyrän PLr-ympäristö
Määritelmä 164. Olkoot α = α(a0, . . . , an) yksinkertainen PL-käyrä, A ⊂
R3 osajoukko ja r > 0. Tällöin joukkoa A kutsutaan käyrän α PLr-ympä-
ristöksi, jos on olemassa sellaiset avaruuden R3 osajoukot
Ejx := [x, x

















 , i ∈ {0, . . . , n− 1},
niin täyttyvät ehdot:
(Aα0) {Ejx | x ∈ [a0, a1], j ∈ {0, 1}} todistaa kaikilla i ∈ {0, . . . , n − 1}, että
Ai on särmän [ai, ai+1] PLr-ympäristö,




ai+1 kaikilla i ∈ {0, . . . , n− 2} ja
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(Aα2) Ai ∩Ak = ∅ kaikilla i ∈ {0, . . . , n} ja k ∈ {0, . . . , n} \ {i− 1, i, i+ 1}.
Yksinkertaisen PL-käyrän α PLr-ympäristöjen kokoelmasta käytetään








∈ PLr(α), Ejx := [x, xj ],
tarkoittaa sitä, että osajoukko A ⊂ R3 on yksinkertaisen PL-käyrän α PLr-
ympäristö ja {Ejx | x ∈ α, j ∈ {0, 1}} on kokoelma särmiä, joka osoittaa
sen.
Määritelmä 165. Joukkoa A kutsutaan yksinkertaisen PL-käyrän α vah-
vaksi PLr-ympäristöksi, jos jollekin kokoelmalle {Ejx | x ∈ α, j ∈ {0, 1}}
joka osoittaa sen pätee, että joukko Ex := E0x ∪E1x on särmä kaikilla x ∈ α.
Merkinnällä A :=
⋃
x∈αEx ∈ PLr(α) tarkoitetaan jatkossa sitä, että
A on yksinkertaisen PL-käyrän α vahva PLr-ympäristö ja {Ex | x ∈ α}
kokoelma särmiä, joka osoittaa sen.
Kuva 9: Yksinkertaisen PL-käyrän α = α(a0, a1, a3) PLr-ympäristö tahkossa
F (P (w0, . . . , w9)).
Lause 166. Olkoot W taso, P = P (w0, . . . , wk) ⊂W yksinkertainen polygo-
ni ja F (P ) ⊂W polygonin P rajaama tahko. Olkoot lisäksi α = α(a0, . . . , an) ⊂
F (P ) sellainen yksinkertainen PL-käyrä, j ∈ {0, . . . , k} sellainen indeksi ja
A =
⋃
x∈αEx ∈ PLr(α), Ex := [x0, x1], sellainen PL-käyrän α vahva PLr-
ympäristö, joilla toteutuvat ehdot:
(1) A ⊂ F (P ),
(2) P ∩A = Ea0 ∪ Ean ja
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(3) Ea0 ⊂ ]wk, w0[ , Ean ⊂ ]wj , wj+1[ sekä d(w0, a10) > d(w0, a00).
Tällöin, kun merkitään
P0 = P (a
1
0, . . . , a
1
n, wj+1, . . . , wk), P1 = P (a
0
n, . . . , a
0
0, w0, . . . , wj),
PA = P (a
0




n, . . . , a
1
0), α1 = α(a
1
0, . . . , a
1
n) ja α0 = α(a
0
0, . . . , a
0
n),
niin polygonit PA, P1 ja P0 ⊂ W ovat yksinkertaisia, pätee ∂W (A) = PA ja
polygonien P0, P1 ja PA rajaamille tahkoille F (P0), F (P1) ja F (PA) pätee
F (P0) ∩ F (P1) = ∅, F (P0) ∩ F (PA) = α0, F (PA) ∩ F (P1) = α1
ja
F (P ) = F (P0) ∪ F (P1) ∪ F (PA).
Todistus. Polygonin ∂W (A) = PA yksinkertaisuus seuraa yksinkertaisen PL-
käyrän PLr-ympäristön määritelmästä. Polygonin PA yksinkertaisuuden pe-
rusteella pätee α0∩α1 = ∅. Koska oletuksen perusteella P on yksinkertainen
polygoni ja pätee α0 ∩ P = {a00, a01} ja α1 ∩ P = {a10, a11}, niin Jordanin
käyrälauseen 138 perusteella polygonit P0 ja P1 ovat sellaisia yksinkertaisia
polygoneja, joille pätee F (P0) ∩ F (P1) = P0 ∩ P1 = ∅, F (P0) ∩ F (PA) =
P0 ∩ PA = α0, F (PA) ∩ F (P1) = PA ∩ P1 = α1 ja F (P ) = F (P0) ∪ F (P1) ∪
F (PA).
Lause 167. Olkoot W taso, α := α(a0, . . . , an) ⊂ W sellainen yksinker-
tainen PL-käyrä ja P = P (v0, . . . , vk) ⊂W sellainen yksinkertainen polygo-
ni, jotka toteuttavat ehdot:
(1) α ⊂ F (P ), kun F (P ) on polygonin P rajaama tahko,
(2) α ∩ P = {a0, an}, ja lisäksi
(3) on olemassa sellaiset j0, jn ∈ {0, . . . , k}, joilla on voimassa
a0 ∈ ]vj0 , vj0+1[ ja an ∈ ]vjn , vjn+1[ .
Tällöin on olemassa sellainen r0 ∈ R, että kaikilla r ∈ ]0, r0[ on olemassa
sellainen käyrän α vahva PLr-ympäristö A :=
⋃
x∈αEx ∈ PLr(α), jolle
pätee:
(i) A ⊂ F (P ),
(ii) A ∩ P = Ea0 ∪ Ean ,
(iii) Ea0 ⊂ ]vj0 , vj0+1[ ja Ean ⊂ ]vjn , vjn+1[ ja
(iv) kaikilla i ∈ {1, . . . , n − 1} suora S(Eai+1) on kulman ∠(ai−1, ai, ai+1)
puolittaja.
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kaikilla j ∈ {0, . . . , n − 1}, jolloin joukko Kj on kaikilla j ∈ {0, . . . , n − 1}
kompakti ja yksinkertaisen PL-käyrän määritelmän perusteella on voimassa
Kj ∩ [aj , aj+1] = ∅. Asetetaan lisäksi M0 := P \ ]vj0 , vj0+1[ , Mn−1 :=
P \ ]vjn , vjn+1[ ja kaikilla j ∈ {1, . . . , n− 2} Mj := P, jolloin Mj on kaikilla
j ∈ {0, . . . , n} kompakti. Koska kaikilla j ∈ {0, . . . , n} joukot Kj ∪Mj ja
[aj , aj+1] ovat kompakteja ja oletusten (2) ja (3) perusteella erillisiä, niin
lauseen 58 nojalla luku
rj1 := dist
(
Kj ∪Mj , [aj , aj+1]
)
> 0
on kaikilla j ∈ {0, . . . , n− 1} ei-negatiivinen.
Olkoot S0 := S([vj0 , vj0+1]) sekä Sn := S([vjn+1, vjn ]) mainitun sär-
män sisältävät suorat ja olkoon Si kaikilla i ∈ {1, . . . , n − 1} sellainen
tasoon W sisältyvä suora, joka kulkee pisteen ai kautta ja puolittaa kul-
man ∠(ai−1, ai, ai+1). Tällöin, koska α ⊂ W on yksinkertainen PL-käyrä,
niin kaikilla i ∈ {1, . . . , n− 1} pätee
Si ∩ S([ai−1, ai]) = {ai} ja Si ∩ S([ai, ai+1]) = {ai}, (15)
ja lisäksi oletuksen (2) perusteella pätee
S0 ∩ S([a0, a1]) = {a0} ja Sn ∩ S([an−1, an]) = {an}. (16)
Lisäksi kaikilla i ∈ {1, . . . , n−1} joukko [ai−1, ai+1]∩Si on epätyhjä suoran Si
määritelmän perusteella ja kohdan (15) perusteella pätee ai−1 /∈ Si ja ai+1 /∈
Kuva 10: Yksinkertaisen PL-käyrän α vahvan PLr-ympäristön konstruktio
suorien Sa0 , . . . , Sa3 avulla.
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Si. Tästä seuraa, että on olemassa sellaiset tasoon W sisältyvät puolitasot




i ) = Si sekä ai+1 ∈W+i \ Si
ja kaikilla i ∈ {1, . . . , n} pätee
∂W (W
+
i ) = Si sekä ai−1 ∈W−i \ Si.
Erityisesti lauseen 162 perusteella kohdista (15) ja (16) seuraa tällöin, että
kaikilla i ∈ {0, . . . , n− 1} on olemassa sellainen ei-negatiivinen luku ri0, että
kun asetetaan r0 := min{ri0, ri1 | i ∈ {0, . . . , n − 1}}, niin särmällä [ai, ai+1]




Eix ∈ PLr([ai, ai]),
jolle pätee
Ai ⊂W+i ∩W−i+1, (17)
sekä
Ai ∩ Si = Eai ja Ai ∩ Si+1 = Eai+1 . (18)
Koska edelleen kaikilla i ∈ {0, . . . , n− 2} pätee
(W+i ∩W−i+1) ∩ (W+i+1 ∩W−i+2) = W+i ∩W−i+1 ∩W+i+1 ∩W−i+2
⊂W−i+1 ∩W+i+1
= Si+1,
niin kohtien (17) ja (18) perusteella kaikilla i ∈ {1, . . . , n−1} ja x ∈ [ai, ai+1]
pätee Eix = E
i+1
x .




Tällöin on olemassa yläindeksiä vaille yksikäsitteinen kokoelma {Ejx | x ∈
α, j ∈ {0, 1}}, jolle kaikilla x ∈ α pätee Ex = E0x ∪ E1x, ja joka toteuttaa
PL-käyrän α vahvan PLr-ympäristön ehdot (Aα0) ja (Aα1) sekä ehdon (iv).
Koska kaikilla j ∈ {0, . . . , n− 1} on voimassa r0 ≤ rj1 ja lauseen 161 nojalla
kaikilla x ∈ α ja y ∈ Ex pätee dist(x, y) ≤ r < r1, niin kokoelma {Ejx |
x ∈ α, j ∈ {0, 1}} toteuttaa PL-käyrän α PLr-ympäristön ehdon (Aα3),
ehdon (ii) ja ehdon (iii). Koska ehdon (1) perusteella pätee α ⊂ F (P ) ∩ A,
niin kohdasta (ii) seuraa Jordanin käyrälauseen perusteella, että kokoelma
{Ejx | x ∈ α, j ∈ {0, 1}} toteuttaa ehdon (i).
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4.2.3 Tähden PLr-ympäristö
Määritelmä 168. Olkoon X := X(x0; y1, . . . , yn) tähti. Olkoot kaikilla j ∈
{1, . . . , n} osajoukko Aj ⊂ R3 särmän [yj , x0] PLr-ympäristö ja kokoelma





on tähden X PLr-ympäristö, jos täyttyvät ehdot:
(AX1) Aj ∩Aj+1 = E(j,1)x0 = E(j+1,0)x0 ja
(AX2) Aj ∩Ak = {x0} kaikilla k /∈ {j − 1, j, j + 1}.
Tähden X PLr-ympäristöjen kokoelmaa merkitään PLr(X), ja jatkossa
merkinnällä A :=
⋃n
j=1Aj ∈ PLr(X) tarkoitetaan sitä, että A on tähden
X PLr-ympäristö ja {Ai | j ∈ {1, . . . , n}} kokoelma PLr-ympäristöjä joka
osoittaa sen.
Lause 169. Olkoot W taso ja P = P (v0, . . . , vn) ⊂ W yksinkertainen poly-
goni, joka on säännöllinen monikulmio, (eli polygoni, jonka sivut ovat yhtä
pitkiä ja kulmat yhtä suuria.) Olkoot yj särmän [vj , vj+1] keskipiste kaikilla
j ∈ {1, . . . , n}, x0 säännöllisen monikulmion rajaaman tahkon F (P ) keski-
piste ja X := X(x0; y1, . . . , yn) tähti. Tällöin pätee
X ⊂ F (P ) sekä X ∩ P = {y1 . . . yn},
ja on olemassa sellainen ei-negatiivinen luku r0, että kaikilla r ∈ ]0, r0[ on








 ∈ PLr([yj , x0]), j ∈ {1, . . . , n},
joilla pätee B :=
⋃n
j=1Bj ∈ PLr(X), ja lisäksi kaikilla j ∈ {1, . . . , n}
joukolle Bj pätee:





(ii) P ∩Bj ⊂ ]vj , vj+1[ .
Todistus. Säännöllisen monikulmion rajaamana tahkona joukko F (P ) on
konveksi, jolloin erityisesti tähdelle X on voimassa X ⊂ F (P ) sekä X ∩P =
{y1, . . . , yn}, koska pätee x0 /∈ P.
Olkoot kaikilla j ∈ {1, . . . , n} suora Sj ⊂ W pisteen x0 kautta kulkeva
suora joka puolittaa kulman ∠(yj−1, x0, yj) ja S([x0, yj ]) sekä S([vj , vj+1])
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mainitun särmän sisältävät suorat. Olkoot osajoukotW (j,0)x0 ,W
(j,1)
x0 ,Wyj ⊂W
kaikilla j ∈ {1, . . . , n} puolitasoja, jotka toteuttavat ehdot:
∂W (j,0)x0 = Sj ja [x0, yj ] ⊂W (j,0)x0 ,
∂W (j,1)x0 = Sj+1 ja [x0, yj ] ⊂W (j,1)x0 sekä
∂Wyj = S([vj , vj+1]) ja [x0, yj ] ⊂Wyj .
Olkoot lisäksi A(j,1), A(j,0) ⊂ W kaikilla j ∈ {1, . . . , n} puolitasoja, jotka
toteuttavat ehdot:
A(j,1) ∩A(j,0) = S([x0, yj ]), vj ∈ A(j,0) ja vj+1 ∈ A(j,1).
Kuva 11: Tähden X(x0; y1, . . . , y6) PLr-ympäristön konstruktio suorien
S1, . . . S5 avulla.






r ∈ W kaikilla j ∈ {0, . . . , n} ja
r > 0 sellaiset, että ne toteuttavat ehdot:
{v(j,1)r } = ∂B(yj , r) ∩ S([vj , vj+1]) ∩A(j,1),
{v(j,0)r } = ∂B(yj , r) ∩ S([vj , vj+1]) ∩A(j,0),
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{w(j,1)r } = ∂B(x0, r) ∩ Sj+1 ∩A(j,1) ja
{w(j,0)r } = ∂B(x0, r) ∩ Sj ∩A(j,0).
Tällöin kaikilla j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {0, 1} ja r > 0 pätee
yj , v
(j,k)
r ∈ ∂Wyj , x0, w(j,k)r ∈ ∂W (j,k)x0 , [v(j,k)r , w(j,k)r ] ⊂ A(j,k) ja
[v(j,k)r , w
(j,k)
r ] ∩ [x0, yj ] = ∅,
(19)
ja jos pätee ∂W (j,k)x0 ∩ ∂Wyj = {q(j,k)} jollakin q(j,k) ∈W, niin pätee
q(j,k) /∈ S([x0, yj ]).
Yllä olevan nojalla on olemassa sellainen ei-negatiivinen luku r0, että




r ] ⊂W (j,k)x0 ∩Wyj ja
v(j,k)r , w
(j,k)
r /∈ ∂W (j,k)x0 ∩ ∂Wyj
(20)
sekä
v(j,k)r ∈ ]vj , vj+1[ ja
[v(j,k)r , w
(j,k)
r ] ∩ P = {v(j,k)r }.
(21)
Lauseesta 143 seuraa kohtien (19) ja (20) perusteella, että




r , yj) ⊂W
on kaikilla j ∈ {1, . . . , n}, k ∈ {0, 1} ja r ∈ ]0, r0[ sellainen yksinkertainen
polygoni, jonka rajaamalle tahkolle F (P (j,k)) pätee
F (P (j,k)) ⊂W (j,k)x0 ∩Wyj ∩A(j,k) ja
F (P (j,k)) ∩ S([x0, yj ]) = [x0, yj ],
jolloin lauseen 163 perusteella on olemassa sellaiset särmien [x0, yj ], j ∈







 ∈ PLr([x0, yj ]), j ∈ {0, . . . , n},
että kaikilla j ∈ {1, . . . , n} pätee⋃
x∈[yj ,x0]
E(j,k)x = F (P
(j,k)) ja
E(j,k)x0 = [x0, w
(j,k)
r ] sekä E
(j,k)
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Tällöin kaikilla j ∈ {1, . . . , n} pätee erityisesti
Bj ∩Bj+1 = E(j,1)x0 = E(j+1,0)x0 ,
koska on voimassa w(j,1)r = w
(j+1,0)
r . Lisäksi kaikilla j ∈ {1, . . . , n} ja k ∈
{1, . . . , n} \ {j − 1, j, j + 1} pätee
Bj ∩Bk = {x0},











W (i,0)x0 ∩W (i,1)x0
)
= {x0}.
Siten joukot Bj , j ∈ {1, . . . , n}, toteuttavat tähden X PLr-ympäristön ehdot
(AX1) ja (AX2), jolloin B on tähdenX PLr-ympäristö. Ominaisuuksien (22)
ja (21) perusteella pätee lisäksi kohdat (i) ja (ii).
4.2.4 Polygonin PLr-ympäristö
Kuva 12: Polygonin PLr-ympäristö määritellään tähtien PLr-ympäristöjen
(punaiset) ja yksinkertaisten PL-käyrien PLr-ympäristöjen (vihreät) yhdis-
teenä.
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Määritelmä 170. Olkoot P polygoni ja I sekä J äärellisiä indeksijoukkoja.
OlkoonXi = (xi0; y
i
1, . . . , y
i
ni) tähti kaikilla i ∈ I, ja olkoon αj = α(aj0, . . . , ajnj )









kutsutaan polygonin P esitykseksi yksinkertaisten PL-käyrien ja tähtien yhdis-
teenä, jos pätee P =
(⋃
i∈I Xi
) ∪ (⋃j∈J αj) ja toteutuu ehdot:
(i) Xi ∩ αj ⊂ {aj0, ajnj} ∩ {yi1, . . . , yini} kaikilla i ∈ I ja j ∈ J,
(ii) Xi ∩Xi′ = ∅ kaikilla i ∈ I ja i′ ∈ I \ {i} sekä
(iii) αj ∩ αj′ ⊂ {aj0, ajnj} kaikilla j ∈ J ja j′ ∈ J \ {j},
αj ∩ αj′ ∩ αj′′ = ∅ kaikilla j ∈ J, j′ ∈ J \ {j} ja j′′ ∈ J \ {j, j′} ja
αj ∩ αj′ ∩Xi = ∅ kaikilla j ∈ J, j′ ∈ J \ {j} ja i ∈ I.
Lause 171. Olkoon P = P (v0, . . . , vk) polygoni. Tällöin polygonilla on esitys
yksinkertaisten PL-käyrien ja tähtien yhdisteenä.
Todistus. Olkoot K ⊂ P sellaisten pisteiden x ∈ P joukko, jotka toteut-
tavat ehdon, että on olemassa sellaiset i, j ∈ {0, . . . , k}, joille pätee {x} =
[vi, vi+1]∩[vj , vj+1]. JoukkoK ⊂ P on polygonin määritelmän nojalla äärelli-
nen, äärellisenä pistejoukkona sujettu, ja näin ollen erityisesti kompaktin
joukon P osajoukkona kompakti. Asetetaan kaikilla x ∈ K
Lx := ∪{[vi, vi+1] | x /∈ [vi, vi+1], i ∈ {0, . . . , k}}.
Tällöin joukko Lx on kaikilla x ∈ K kompaktin joukon P suljettuna osa-
joukkona kompakti. Koska kompakteilla erillisillä joukoilla on aidosti posi-
tiivinen etäisyys lauseen 58 perusteella, niin kaikilla x ∈ K on olemassa sel-
lainen ei-negatiivinen luku rx ∈ R, jolle pätee rx = dist(Lx, x), ja erityisesti
joukon K äärellisyyden nojalla luku
r := min{rx | x ∈ K}
on siten ei-negatiivinen.
Olkoon BR3(x, r/3) kaikilla x ∈ K pisteen x suljettu r/3- säteinen kuu-
laympäristö avaruudessa R3. Koska tähden määritelmän perusteella kolmen
kulmapisteen virittämä yksinkertainen PL-käyrä on myös tähti, niin joukko
Xx := BR3(x, r) ∩ P on kaikilla x ∈ K tähti. Luvun r määritelmän perus-
teella on voimassa
Xx ∩Xy = ∅ kaikilla x, y ∈ K, x 6= y,
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jolloin joukon K määritelmän perusteella jollakin äärellisellä indeksijoukolla
J on olemassa sellaiset pareittain erilliset yksinkertaiset PL-käyrät αj =
(aj0, . . . , a
j
nj ), j ∈ J, joille pätee P \ (∪{Xx | x ∈ K}) =
⋃












ja lisäksi toteutuu määritelmän 170 ehdot (i), (ii) ja (iii). Näin ollen on
osoitettu, että polygonilla P on esitys yksinkertaisten PL-käyrien ja tähtien
yhdisteenä.
Olkoot polygoni P , indeksijoukot I ja J , tähdetXi = (xi0; y
i
1, . . . , y
i
ni), i ∈
I, sekä yksinkertaiset PL-käyrät αj = α(a
j
0, . . . , a
j
nj






























 ∈ PLr([xi0, yik])
on särmän [xi0, y
i
k] PL
r-ympäristö kaikilla k ∈ {1, . . . , ni}.
Määritelmä 172. Olkoot polygoni P ja joukot I ja J sekä kaikilla i ∈ I ∪J
joukko Ai kuten yllä. Tällöin joukkoa A :=
⋃
i∈I∪J Ai kutsutaan polygonin
P PLr-ympäristöksi, jos joukot Ai, i ∈ I ∪ J, toteuttavat ehdot:








kaikilla j, j′ ∈ J,
(AP2) Ai ∩Ai′ = ∅ kaikilla i, i′ ∈ I, i 6= i′,








kaikilla i ∈ I ja j ∈ J ja










kaikilla i ∈ I, j ∈ J ja k ∈ {1, . . . , ni},
joilla piste yik kuuluu joukkoon αj ∩Xi.
Polygonin P PLr-ympäristöjen kokoelmaa merkitään PLr(P ), ja jatkos-
sa merkinnällä A :=
⋃
i∈I Ai ∈ PLr(P ) tarkoitetaan, että A on polygonin P
PLr-ympäristö ja {Ai | i ∈ I} on kokoelma PLr-ympäristöjä, joka osoittaa
sen.
Määritelmä 173. Joukkoa A kutsutaan yksinkertaisen polygonin P vah-
vaksi PLr-ympäristöksi, jos on olemassa sellaiset yksinkertaiset PL-käyrät











x∈αEx ∈ PLr(P ) tarkoitetaan jatkossa sitä, että
A on yksinkertaisen polygonin P vahva PLr-ympäristö ja {Ex | x ∈ P}
kokoelma särmiä, joka osoittaa sen.
Lause 174. Olkoot W taso, P ⊂W yksinkertainen polygoni ja A ⊂W poly-
gonin P PLr ympäristö. Tällöin on olemassa sellaiset yksinkertaiset polygo-
nit P 1, P 0 ⊂W , jotka toteuttavat ehdot:
∂W (A) = P
1 ∪ P 0, P 0 ⊂ F (P ) \ P ja P 1 ⊂W \ F (P ).
Todistus. Väite seuraa Jordanin käyrälauseesta, koska P ⊂ W on oletuksen
perusteella yksinkertainen polygoni.
Kuva 13: Tason yksinkertaisella polygonilla P on tasossa vahva PLr-
ympäristö.
4 AVARUUDEN R3 PL-TEORIAA 69
Lause 175. Olkoot W taso ja P = P (v0, . . . , vk) ⊂ W yksinkertainen poly-
goni. Tällöin on olemassa sellainen ei-negatiivinen luku r0, että polygonilla
P on kaikilla r ∈ ]0, r0[ sellainen tasoon E sisältyvä vahva PLr-ympäristö
A :=
⋃
x∈P Ex, että särmän Evi sisältävä suora S(Evi) puolittaa kulman
∠(vi−1, vi, vi+1) kaikilla i ∈ {0, . . . , k}.
Todistus. Katso sivulla 59 olevan lauseen 167 todistus.
Huomautus 176. Koska jokaisella PL-käyrällä on esitys yksinkertaisten
PL-käyrien ja tähtien yhdisteenä (määritelmä 170, sivulla 66), niin PL-
käyrän PLr-ympäristö voidaan määritellä vastaavasti kuin polygonin PLr-
ympäristö.
4.3 Yksinkertaisten PL-käyrien olemassaolo
4.3.1 Yksinkertaisen PL-käyrän olemassaolo tahkossa
Lause 177. Olkoot W taso, P = P (v0, . . . , vk) yksinkertainen polygoni,
x, y ∈ P, x 6= y ja F (P ) polygonin P rajaama tahko. Tällöin on olemas-
sa sellainen yksinkertainen PL-käyrä α = α(a0, . . . , an) ⊂ F (P ), jolle on
voimassa
a0 = x, an = y ja P ∩ α = {x, y}.
Jos lisäksi joillakin i, j ∈ {0, . . . , k}, pätee
x ∈ ]vi, vi+1[ ja y ∈ ]vj , vj+1[ ,
niin suora S([a0, a1]) on suoran S([vi, vi+1]) normaali ja suora S([an−1, an])
suoran S([vj , vj+1]) normaali.
Kuva 14: PLr-ympäristön avulla löydetään yksinkertainen PL-käyrä α (sini-
nen).
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Todistus. Polygonilla P on kulmapistejoukko {x, y} ∪ {vi | i ∈ {0, . . . , k}}.
Tämän perusteella polygonilla P on lauseen 175 nojalla sellainen tahkoon
W sisältyvä vahva PLr-ympäristö A =
⋃
z∈P Ez, että kaikilla i ∈ {0, . . . , k}
ja z ∈ [vi, vi+1] suora S(Ez) on suoran S([vi, vi+1]) normaali, jos pätee z ∈
{x, y} \ {vi | i ∈ {0, . . . , k}}. Lauseen 174 perusteella toinen joukon ∂W (A)
polkukomponenteista on yksinkertainen polygoni
P 0 := P (v00 . . . , v
0
k) ⊂ F (P ) \ P,
ja PLr-ympäristön määritelmän perusteella on olemassa sellaiset x0, y0 ∈
P 0, joille on voimassa Ex ∩ P 0 = {x0} ja Ey ∩ P 0 = {y0}. Polygonin P 0
yksinkertaisuuden nojalla on olemassa sellainen yksinkertainen PL-käyrä β =
α(a1, . . . , an−1) ⊂ P 0, jolle pätee a1 = x0, an−1 = y0 ja β ⊂ P 0. Polygonin
vahvan PLr-ympäristön määritelmän nojalla pätee Ex ∩Ey = ∅, koska x ja
y ovat eri pisteitä, ja pätee Ex ∩ P = {x} sekä Ey ∩ P = {y}. Merkitään
x = a0 ja y = an. Tällöin joukko
γ = α(a0, a1 . . . an−1, an) = [a0, a1] ∪ β ∪ [an−1, an]
on yksinkertainen PL-käyrä, jolle pätee
γ ⊂ F (P ) ja P ∩ γ = {x, y},
ja jolle on voimassa
S(Ex) = S([a0, a1]) ja S(Ey) = S([an−1, an]).
Näin ollen pätee kohdat (a) ja (b).
Lause 178. Olkoot W taso, P = P (v0, . . . , vk) ⊂W yksinkertainen polygoni
ja F (P ) ⊂ W polygonin P rajaama tahko. Olkoot X = {x0, . . . , xn} ja Y =
{y0, . . . , yn} ⊂ P sellaisia pistejoukkoja, että polygonin P suunnistuksessa
joukon X ∪ Y pisteet esiintyvät järjestyksessä
x0, . . . , xn, yn, . . . , y0.
Tällöin on olemassa sellaiset pareittain erilliset yksinkertaiset PL-käyrät
βj = α(b
j
0, . . . , b
j
nj ) ⊂ F (P ), j ∈ {0, . . . , n},
joille pätee bj0 = xj, b
j
nj = yj sekä P ∩ βj = {xj , yj}, ja jos lisäksi kaikilla
z ∈ X ∪ Y on olemassa sellainen iz ∈ {0, . . . , k}, jolle pätee z ∈ ]viz , viz+1[ ,
niin tällöin kaikilla j ∈ {0, . . . , n}
(i) suora S([bj0, b
j
1]) on suoran S([vixj , vixj+1]) normaali ja
(ii) suora S([bjnj−1, b
j
nj ]) suoran S([viyj , viyj+1]) normaali.
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Todistus. Lauseen 177 perusteella on olemassa sellainen yksinkertainen PL-
käyrä β0 ⊂ F (P ), jolle on voimassa b00 = x0, b0n0 = y0 ja P ∩ β0 = {x0, y0}.
Tällöin on olemassa yksinkertainen PL-käyrä γ0 = α(a0, . . . , am) ⊂ P, jolle
pätee a0 = yj ja am = xj , ja jolla
P0 := (P \ γ0) ∪ β0
sellainen yksinkertainen polygoni, jolle pätee
X \ {x0}, Y \ {y0} ⊂ P0,
missä erityisesti polygonilla P0 on sellainen polygonin P kanssa yhteensopiva
suunnistus, jossa joukon (X \ {x0})∪ (Y \ {y0}) pisteet esiintyvät järjestyk-
sessä
x1, . . . , xn, yn, . . . , y1.
Tämän perusteella on olemassa sellainen yksinkertainen PL-käyrä
β1 ⊂ F (P0) ⊂ F (P ),
jolle on voimassa b10 = x1, b
1
n1 = y1 ja P0 ∩ β1 = {x1, y1}. Tällöin pätee
P ∩ β1 = P0 ∩ β1 = {x1, y1}.
Koska x0, x1, y0, y1 ovat eri pisteitä ja on voimassa β0 ⊂ P0 sekä P0 ∩ β1 =
{x1, y1}, niin on erityisesti voimassa
β1 ∩ β0 = ∅.
Ensimmäinen väite seuraa näin laskevalla induktiolla luvun n suhteen.
Jos kaikilla z ∈ X ∪ Y on olemassa sellainen iz ∈ {0, . . . , k}, jolla pätee
z ∈ ]viz , viz+1[ , niin edelleen lauseen 177 perusteella voidaan olettaa PL-
käyrän βj = α(b
j
0, . . . b
j
nj ) olevan kaikilla j ∈ {0, . . . , n} sellainen, että pätee
kohdat (i) ja (ii).
4.3.2 Yksinkertaisen PL-käyrän olemassaolo monitahokkaassa
Lause 179. Olkoon M =
⋃m
i=0 F (Pj), Pj = P (v
j




tahokas (määritelmä 147, sivulla 48), että joukko M \ ∂M on polkuyhtenäi-
nen. Tällöin kaikilla q ∈ {1, . . . ,m} on olemassa sellainen yksinkertainen
PL-käyrä α = α(b0, . . . , bn), että pätee:
(1) α ⊂M \ ∂M,
(2) α ∩ F (Pq) = {b0} sekä α ∩ F (P0) = {bn} ja
(3) on olemassa sellainen J ⊂ {1, . . . ,m} ja sellaiset yksinkertaiset PL-
käyrät αj = α(a
j
0, . . . a
j
nj ), j ∈ J, että pätee:
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(3a) αj ⊂ F (Pj),
(3b) αj ∩ Pj = {aj0, ajnj}, missä pisteet aj0 ja ajnj sijaitsevat polygonin




Todistus. Olkoon V := {Pi | i ∈ {0, . . . ,m}}. Määritellään verkko (V,E)
asettamalla, että polygoni Pi on relaatiossa E polygonin Pj kanssa, jos
leikkaus Pi ∩ Pj on polygonien Pi ja Pj yhteinen sivu.
Joukon M \ ∂M polkuyhtenäisyyden nojalla verkko (V,E) on yhtenäi-
nen ja yhtenäisyyden nojalla on olemassa sellainen äärellinen joukon V jono
(X0, . . . , Xk), että on voimassa X0EP0 ja XkEPq, ja kaikilla i ∈ {0, . . . , k}
on voimassa XiEXi+1. Oletetaan, että joillakin i, j ∈ {0, . . . , k}, i < j, pä-
tee Xi = Xj . Tällöin on voimassa XiEXj+1. Tämän seurauksena voidaan
osajonoon siirtymällä lisäksi olettaa, että on voimassa
Xi 6= Xj , (23)
kun i, j ∈ J ovat eri indeksejä, ja pätee
0, q /∈ J. (24)
Olkoot c0 sivun X0 ∩P0 keskipiste, ck+1 sivun Xk ∩Pq keskipiste ja ci sivun
Xi ∩Xi−1 keskipiste kaikilla i ∈ {1, . . . , k}. Lauseen 177 perusteella on ole-
massa sellaiset yksinkertaiset PL-käyrät
αi = α(a
i
0, . . . , a
i
ni) ⊂ F (Xi), i ∈ {0, . . . , k},
että on voimassa ai0 = ci, a
i
nj = ci+1, αi ∩ Pi = {ci, ci+1} kaikilla i ∈
{0, . . . , k}, ja pätee α0 ∩ P0 = {c0} = {a00} sekä αk ∩ Pq = {ck+1} = {aknk}.






jolloin kohdasta (23) seuraa, että yhdiste α :=
⋃k
i=0 αi yksinkertainen PL-
käyrä, jolla on ominaisuudet (1), (3a) ja (3c). Kohdan (24) nojalla käyrällä
α ominaisuus (2). Kohdan (23) nojalla pisteet ci ja ci+1 ovat kaikilla i ∈
{0, . . . , k} polygonin Xi eri sivujen keskipisteitä. Tästä seuraa, että käyrällä
αi on kaikilla i ∈ {0, . . . , k} ominaisuus (3b).
4.4 Ympäristöt
4.4.1 Polygonin suunnistuksen määräämä tason normaalivektori
Olkoot W taso, P = P (v0, . . . , vk) ⊂ W yksinkertainen polygoni ja F (P )
polygonin P rajaama tahko. Polygonin P suunnistus määrää tasolle W
normaalivektorin (määritelmä 184 sivulla 75). Tason W normaalivektorin
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Kuva 15: Ristitulon avulla määritellään polygonin sisältävälle tasolle
normaalivektori (punainen), jota kutsutaan polygonin suunnistuksen
määräämäksi normaalivektoriksi.
määrittämiseen käytetään avaruuden R3 ristituloa ja palautetaan sitä varten
mieleen seuraavat yleiset ristituloa koskevat tulokset [6, 3.2]. Jos u, v ∈ R3
ovat lineaarisesti riippumattomia vektoreita, niin u× v on nollasta poikkea-
va vektori, joka on kohtisuorassa vektoreita u ja v vasten, ja kaikilla t ∈ R
pätee kaava
t(u× v) = (tu)× v = u× (tv) (25)
Jos vektori w on vektorin v projektio vektorin u normaalivektorille, niin
pätee
u× v = u× w. (26)










että suora S(E0vi ∪ E1vi) on kaikilla i ∈ {0, . . . , k} kulman ∠(vi−1, vi, vi+1)
puolittaja. Lauseen 174 nojalla voidaan yleisyytta rajoittamatta olettaa, että
kaikilla x ∈ P on voimassa
E0x ⊂ F (P ).
Kaikilla x ∈ P olkoon x′ sellainen, jolle pätee






ja kaikilla i ∈ {0, . . . , k}
ni :=
vi+1 − vi
|vi+1 − vi| .
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Tällöin PLr-ympäristön määritelmän nojalla kaikilla i ∈ {0, . . . , k} ja x ∈
[vi, vi+1] vektorit ni ja nx ovat lineaarisesti riippumattomia, jolloin on voimas-
sa
ni × nx 6= 0.
Tämän perusteella voidaan määritellä:
Määritelmä 180. Olkoon kaikilla i ∈ {0, . . . , k} ja x ∈ [vi, vi+1]
e(i,x) :=
ni × nx
|ni × nx| .
Tällöin on voimassa |e(i,x)| = 1 ja ristitulon ominaisuuksien nojalla e(i,x)
on vektoreiden ni ja nx normaalivektori.
Lause 181. Kaikilla i ∈ {0, . . . , k} ja x, y ∈ [vi, vi+1] on voimassa
e(i,x) = e(i,y).
Todistus. Olkoon kaikilla x ∈ [vi, vi+1] vektori n∗x vektorin nx projektio vek-
torin ni normaalille. PLr-ympäristön ominaisuuden (A3) nojalla kaikilla
x, y ∈ [vi, vi+1] pisteet x′, y′ ovat samalla puolella suoraa S([vi, vi+1]), jol-




Näin ollen ominaisuuksien (26) ja (25) perusteella saadaan
e(i,x) =
ni × nx

























polygonin P PLr-ympäristö kuten
vektoreiden e(i−1,vi) ja e(i,vi) määritelmässä. Tällöin suora S(E
0
vi) puolittaa
yhden suorien S([vi−1, vi]) ja S([vi, vi+1]) välisistä kulmista. Alkeellisen geo-
metrian nojalla suoran S(Ejvi) pisteen vi kautta kulkeva tasoon W sisältyvä
normaalisuora N∗ puolittaa tällöin toisen suorien S([vi−1, vi]) ja S([vi, vi+1])
välisistä kulmista. Tämän perusteella normaalisuoranN∗ suuntavektorille n∗
pätee
](ni−1, 0, n∗) = ](n∗, 0, ni). (27)
Olkoon n∗j kaikilla j ∈ {i− 1, i} vektorin nj projektio vektorille n∗. Tällöin
kohdan (27) perusteella, ja sen perustella, että vektoreille nj , j ∈ {i− 1, i},
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Näin ollen ristitulolle pätee ominaisuuden (26) perusteella
e(i−1,vi) =
ni−1 × nvi
|ni−1 × nvi |
=
n∗i−1 × nvi
|n∗i−1 × nvi |
=
n∗i × nvi
|n∗i × nvi |
=
ni × nvi
|ni × nvi |
= e(i,vi),
koska vektori n∗ on vektorin nvi normaalivektori.
Seurauslause 183. Kaikilla i, j ∈ {0, . . . , k}, x ∈ [vi, vi+1], y ∈ [vj , vj+1],
pätee
e(i,x) = e(j,y).
Seurauslauseen 183 nojalla voidaan määritellä:
Määritelmä 184. Olkoot W taso ja P = P (v0, . . . , vk) ⊂ W yksinker-
tainen polygoni. Vektoria e := e(i,x), i ∈ {0, . . . , k}, x ∈ [vi, vi+1] kutsu-
taan yksinkertaisen polygonin P suunnistuksen määräämäksi tason W nor-
maalivektoriksi.
Olkoot W ja W ′ avaruuden R3 tasoja ja
P = P (v0, . . . , vk) ⊂W sekä P ′ = P (v′0, . . . , v′k′) ⊂W ′
yksinkertaisia ja yhteensopivia (määritelmä 149 sivulla 49) polygoneja. Poly-
gonien yhteensopivuuden määritelmän nojalla on olemassa sellaiset i ∈ {0, . . . , k}
ja j ∈ {0, . . . , k′}, joilla on voimassa





Erotetaan polygoniin P ′ liittyvät joukot vastaavista polygoniin P liittyvistä
joukoista merkinnallä ′. Merkitään sivun F (P ) ∩ F (P ′) keskipistettä kir-
jaimella c. Tällöin {c, vi | i ∈ {0, . . . , k}} on polygonin P ja {c, v′i | i ∈
{0, . . . , k′}} polygonin P ′ kulmapistejoukko. Olkoot joukot
E0c , E
′0





kuten sivulla 74. Tällöin sekä suora S(E0c ) että suora S(E
′
c
0) on pisteen c
kautta kulkevan suoran





normaalisuora, koska piste c on polygonien P ja P ′ kulmapiste. Erityisesti
vektori nc on siten vektorin ni normaali ja vektori n′c vektorin n′j normaali,
jolloin sekä kolmikko (nc, e, ni) että kolmikko (n′c, e′, n′j) muodostaa ortonor-
maalin kannan avaruudelle R3, kun
e =
ni × nc
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ovat polygonien P ja P ′ suunnistusten määräämät normaalivektorit.
Olkoon (nc, e, ni) avaruuden R3 kanta. Tällöin on voimassa nc = (0, 0, 1)
ja e = (0, 1, 0), ja koska kaikki joukon {n′c, nc, e, e′} vektorit ovat vektorin
ni = −n′j normaaleja, niin on voimassa {e, e′, nc, n′c} ⊂ R×R×{0}. Kantojen
(nc, e, ni) ja (n′c, e′, n′j) ortonormaaliuden nojalla pätee lisäksi |ni × nc| =
|n′j × nc| = 1, jolloin on voimassa
e =
ni × nc





= n′j × n′c.
Apulause 185. Olkoot tasot W ja W ′ ja vektorit e ja e′ kuten yllä. Tällöin
on voimassa
(a) 0 ≤ ](e, 0, e′) < pi ja
(b) jos lisäksi on voimassa W = W ′, niin on voimassa e = e′.
Todistus. Avaruuden R3 ortonormaalissa kannassa (nc, e, ni) on voimassa
{e, e′, nc, n′c} ⊂ R × R × {0} ja e = ni × nc ja e′ = n′j × n′c. Osoitetaan
kohta (a). Merkitään
α := ](n′c, 0, n′c).
Avaruuden R3 kantojen (e, nc, ni) ja (e′, n′c, n′j) ortonormaaliuden perusteella
pätee joko
](n′c, 0, e′) = α+
pi
2




Oletetaan ensin, että on voimassa ](n′c, 0, e′) = α + pi2 . Jos on voimassa








≤ α ≤ 3pi
2
,




c × e′ = (−nc)× (−e) = (nc × e) = ni.
Yhtäsuuruus n′j = ni on kuitenkin ristiriita, koska on voimassa ni 6= 0 sekä
ominaisuuden (28) perusteella voimassa n′j = −ni. Näin ollen on voimassa
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Vektoreiden e sekä nc ja e′ sekä n′c ortonormaaliuden perusteella pätee tällöin








Osoitetaan kohta (b). Oletuksesta W = W ′ seuraa ominaisuuden |n′c| =
|nc| = 1 nojalla yhtäsuuruus n′c = −nc, ja ominaisuuden (28) nojalla on
voimassa yhtäsuuruus n′j = −ni. Näin ollen on voimassa
e = e(i,c) = ni × nc = (−ni)× (−nc) = n′j × n′c = e′(j,c) = e′.
4.4.2 Säännöllinen ympäristö
Tässä kappaleessa määritellään joukon säännöllinen ympäristö ja osoite-
taan, että erikoistapauksessa suunnistuvalla monitahokkaalla (määritelmä
150, sivulla 49) on säännöllinen ympäristö.
Määritelmä 186. Olkoot A ⊂ U ⊂ R3 osajoukkoja. Tällöin U on joukon
A säännöllinen ympäristö, jos on olemassa sellainen homeomorﬁsmi
H : A× [−1, 1]→ U,
jolle pätee H(x, 0) = x kaikilla x ∈ A.
Huomautus 187. Olkoot P yksinkertainen polygoni ja A ∈ PLr(P ) reu-
nallinen 2-monisto, jolla on kaksi reunakomponenttia. Tällöin PLr-ympä-
ristön määritelmästä seuraa, että joukko A on polygonin P säännöllinen
ympäristö.
Määritelmä 188. Olkoon W taso ja P ⊂ W yksinkertainen polygoni, eW
polygonin P suunnistuksen määräämä tasonW normaalivektori, F (P ) poly-
gonin P rajaama tahko ja kaikilla t > 0
H(t) : F (P )× [−1, 1]→ R3, (x, s) 7→ x+ tseW .
Apulause 189. Olkoon kuvaus H(t) kuten yllä. Tällöin kuvauksen H(t)
rajoittuma kuvajoukkoon on kaikilla t > 0 sellainen homeomorﬁsmi, joka
toteuttaa ehdot:
(i) H(t)(z, s) = z + steW kaikilla (z, s) ∈ P × [−1, 1],
(ii) H(t)(z, 0) = z kaikilla (z, 0) ∈ F (P )× {0} ja
(iii) dist(z, F (P )) ≤ t kaikilla z ∈ H(t)[P × [−1, 1]].
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Olkoot W1,W2 ⊂ R3 tasoja, joille pätee W1 6= W2. Olkoot P1 ⊂ W1 ja
P2 ⊂ W2 sellaisia yhteensopivia yksinkertaisia polygoneja, jotka ovat suo-
rakulmioita, jolloin polygonien yhteensopivuuden määritelmän perusteella
joukko E := P1∩P2 on polygonien P1 ja P2 yhteinen sivu. Olkoon S(E) ⊂ R3
suora, joka sisältää särmän E. Olkoon Ei ⊂ R3 kaikilla i ∈ {1, 2} sivun E
vastainen sivu suorakulmiossa Pi. Olkoot kaikilla x ∈ E ja i ∈ {1, 2} suo-
ra Nxi ⊂ Wi pisteen x kautta kulkeva suoran S(E) normaalisuora ja piste
yxi ∈ Ei sellainen, joka toteuttaa ehdon
{yxi } = Nxi ∩ Ei.




[x, yxi ] (29)
kaikilla i ∈ {1, 2}.
Olkoon W x ⊂ R3 jokaisella x ∈ E sellainen taso, joka toteuttaa ehdon
{yx1 , x, yx2} ⊂W x.
Koska oletuksen perusteella on voimassa W1 6= W2, niin taso W x on kaikil-
la x ∈ E yksikäsitteinen. Koska normaalisuora Nxi on yhdensuuntainen nor-
maalisuoran Nx
′
i kanssa kaikilla x, x
′ ∈ E ja i ∈ {1, 2} ja pätee E∩W x = {x}
kaikilla x ∈ E, niin tasot W x ja W x′ ovat erityisesti yhdensuuntaisia ja eril-
lisiä kaikilla x, x′ ∈ E, x 6= x′.
Olkoon eWi polygonin Pi suunnistuksen määräämä tasonWi normaalivek-
tori kaikilla i ∈ {1, 2}. Lauseen 185 kohdan (b) nojalla polygonien P1 ja P2
yhteensopivuuden perusteella pätee ](eW1 , 0, eW2) < pi, jolloin erityisesti












Tästä seuraa, että kaikilla tasoilla W x, x ∈ E on kaikilla i ∈ {1, 2} olemassa







∈ V xi \Nxi ja ∂(V x) = Nxi , (30)
jolloin erityisesti suorille






| r ∈ R} ja
Sy
x
i : = {yxi + reWi | r ∈ R}
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pätee kaikilla x ∈ E ja i ∈ {1, 2}
Sx, Sy
x
i ⊂W x ja Sx ∩Nxi = {x} sekä Syxi ∩Nxi = {yxi }. (31)
Olkoot kaikilla x ∈ E ja i ∈ {1, 2} joukko T yxi ⊂W x sellainen puolitaso,
joka toteuttaa ehdot
[yxi , x] ⊂ Tyxi ja ∂(Tyxi ) = Syxi , (32)
ja T xi ⊂W x sellainen puolitaso, joka toteuttaa ehdot
[yxi , x] ⊂ T xi ja ∂(T xi ) = Sx. (33)
Tällöin on voimassa
T x1 ∩ T x2 = Sx. (34)
Kohdista (31), (32), (33) sekä indeksijoukon {0, . . . ,m} äärellisyydestä
seuraa lauseen 162 perusteella, että on olemassa sellainen t0 > 0, että kaikilla
x ∈ E ja i ∈ {1, 2} särmällä [x, yxi ] on kaikilla t ∈ ]0, t0[ sellainen vahva PLt-
ympäristö Axi (t) :=
⋃
y∈[x,yxi ]Ey ∈ PL
t([x, yxi ]), jolle pätee
Axi (t) ⊂ Tyxi ∩ T ix ja Axi (t) ∩ Syxi = Eyxi sekä Sx = Ex. (35)
Kohdasta (30) seuraa särmän PLt-ympäristön ominaisuuden (A4) perus-
teella, että kaikilla x ∈ E ja i ∈ {1, 2} on olemassa sellainen homeomorﬁsmi
fxi (t) : [x, y
x
i ]× [−1, 1]→ Axi (t), jolle pätee
fxi (t)(y
x
i , s) = y
x
i + steWi kaikilla (y
x
i , s) ∈ {yxi } × [−1, 1],






kaikilla (x, s) ∈ {x} × [−1, 1] ja
fxi (t)(y, 0) = y kaikilla (y, 0) ∈ [x, yxI ]× {0}.




i ], joten kuvausten
fxi (t), x ∈ E, avulla voidaan määritellä:
Määritelmä 190. Olkoon Hi(t) : F (Pi)× [−1, 1]→ R3 kaikilla i ∈ {1, 2} ja
t ∈ ]0, t0[ kuvaus, joka toteuttaa kaikilla x ∈ E ja (y, s) ∈ [x, yxi ] × [−1, 1]
yhtäsuuruuden
Hi(t)(y, s) = f
x
i (t)(y, s).
Apulause 191. Olkoon kuvaus Hi(t) kuten yllä. Tällöin kuvaus
Hi(t) : F (Pi)× [−1, 1]→ Hi(t)
[
F (Pi)× [−1, 1]
]
on homeomorﬁsmi, joka toteuttaa ehdot:
(i) Hi(t)(y, s) = y + steWi kaikilla (y, s) ∈ Ei × [−1, 1],
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kaikilla (y, s) ∈ E × [−1, 1],
(iii) Hi(t)(y, s) = y kaikilla (y, 0) ∈ F (Pi)× {0},
(iv) Hi(t)
[
F (Pi)× [−1, 1]
] ⊂ ⋃x∈E (TyxI ∩ T xi ) ja
(v) dist(z, F (Pi)) ≤ t kaikilla z ∈ Hi(t)
[
F (PI)× [−1, 1]
]
.
Todistus. Kuvausten fxi (t) homeomorﬁsuuden sekä tasojenW
x,W x
′
, x, x′ ∈
E, x 6= x′, yhdensuuntaisuuden ja erillisyyden perusteella kuvauksen Hi(t)
rajoittuma kuvajoukkoon on homeomorﬁsmi. Kohdat (i)(iii) seuraavat ku-
vauksen fxi (t) määritelmästä, kohta (iv) seuraa kohdasta (35) ja kohta (v)
seuraa lauseen 161 perusteella siitä, että kaikilla x ∈ E joukko
Hi(t)
[
[x, yxi ]× [−1, 1]
]
= Axi
on särmän [x, yxi ] vahva PL
t-ympäristö.
Lause 192. Olkoot kaikilla i ∈ {0, . . . ,m} joukko Wi ⊂ R3 taso, Pi ⊂ Wi






on sellainen suunnistuva monitahokas, että leikkaus Pi∩Pj on kaikilla i, j ∈
{0, . . . ,m}, i 6= j, polygonien Pi ja Pj yhteinen sivu tai tyhjä joukko, ja jos
indeksit i, j ∈ {0, . . . ,m} toteuttavat ehdot
Pi ∩ Pj 6= ∅ ja Wj 6= Wi,
niin ne toteuttavat myös ehdot:
(i) polygonit Pi ja Pj ovat suorakulmioita,
(ii) jos k ∈ {0, . . . ,m}\{i, j} on sellainen, että Pk∩Pi on polygonien Pk ja
Pi yhteinen sivu, niin suorakulmiossa Pi sivu Pi ∩Pk on sivun Pi ∩Pj
vastainen sivu ja pätee Wi = Wk, ja
jos k ∈ {0, . . . ,m}\{i, j} on sellainen, että Pj∩Pk on polygonien Pj ja
Pk yhteinen sivu, niin suorakulmiossa Pj sivu Pj ∩Pk on sivun Pi∩Pj
vastainen sivu ja pätee Wj = Wk.
Tällöin monitahokkaalla M on säännöllinen ympäristö.
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Todistus. Tahkot ovat kompakteja joukkoja ja lauseen 58 nojalla kompak-
teilla erillisillä joukoilla on aidosti positiivinen etäisyys. Näin ollen indeksi-
joukon {0, . . . ,m} on äärellisyyden perusteella on olemassa sellainen td > 0,
että kaikilla sellaisilla i, j ∈ {0, . . . ,m}, joilla leikkaus Pj ∩Pi on tyhjä, pätee
dist(F (Pi), F (Pk)) > 3td, (36)
ja kaikilla sellaisilla i ∈ {0, . . . ,m}, jotka toteuttavat ehdot
Pi ∩ Pj 6= ∅ ja Wi 6= Wj jollakin j ∈ {0, . . . ,m}
on määritelmän 190 kuvaus määritelty luvulla td. Olkoon kuvaus
Hi(td) : F (Pi)× [−1, 1]→ R3
kaikilla sellaisilla i ∈ {0, . . . ,m}, joka toteuttaa ehdot
Pj ∩ Pi 6= ∅ ja Wj 6= Wi jollakin j ∈ {0, . . . ,m}
kuten määritelmässä 190 ja kaikilla muilla i ∈ {0, . . . ,m} kuten määritelmässä
188. Olkoon kaikilla i ∈ {0, . . . ,m}
Ui := Hi(td)
[
F (Pi)× [−1, 1]
]
.
Tällöin lauseen 189 kohdan (ii) ja lauseen 191 kohdan (iii) perusteella Ui ⊂
R3 on tahkon F (Pi) säännöllinen ympäristö kaikilla i ∈ {0, . . . ,m}. Lauseen
189 kohdan (i) ja lauseen 191 kohtien (i) ja (ii) perusteella voidaan määritellä
surjektio




asettamalla A(x, s) = Hi(td)(x, s) kaikilla (x, s) ∈ F (Pi) × [−1, 1]. Luvun
td määritelmästä seuraa kohdan (34), lauseen 191 kohtien (iv) ja (v) sekä
lauseen 189 kohdan (iii) perusteella, että kuvaus A on injektio. Näin ollen
kuvaus A on homeomorﬁsmeista paloittain määriteltynä injektiona homeo-
morﬁsmi, jolloin erityisesti joukko
⋃m
i=0 Ui ⊂M on monitahokkaan M sään-
nöllinen ympäristö.
4.4.3 Putkiympäristö
Tässä kappaleessa määritellään putkiympäristö, ja myöhemmin (lause 325
sivulla 167) osoitetaan, että jokaisella avaruuden R3 yksinkertaisella polygo-
nilla on putkiympäristö.
Määritelmä 193. Olkoot A ⊂ U ⊂ R3 osajoukkoja. Tällöin U on joukon
A putkiympäristö, jos on olemassa sellainen homeomorﬁsmi
H : A× [−1, 1]× [−1, 1]→ U,
joka kaikilla x ∈ A toteuttaa ehdon R(x, 0, 0) = x.
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Lause 194. Olkoon U ⊂ R3 yksinkertaisen polygonin P putkiympäristö.
Tällöin ∂R3(U) on joukon U \ P vahva deformaatioretrakti (määritelmä 38
sivulla 14) ja P joukon U vahva deformaatioretrakti.
Todistus. Putkiympäristön määritelmän nojalla on olemassa sellainen home-
omorﬁsmi H : P × [−1, 1] × [−1, 1] → U, jolle pätee H(x, 0, 0) = x kaikilla
x ∈ P. Näin ollen on voimassa H−1[P ] = P × {0} × {0}, ja kuvauksen H






P × [−1, 1]× [−1, 1]) \ (P ×{0}×{0}) vahva deformaatioretrak-
ti. Merkitään kaikilla x ∈ P
Qx =






ja kaikilla x ∈ P ja y, y′ ∈ Qx, y 6= y′, pätee
]x, y] ∩ ]x, y′] = ∅.
Olkoot kaikilla x ∈ P , y ∈ Qx ja z ∈ ]x, y] ja s ∈ [0, 1]
ey :=
y − x
|y − x| ,
xys := x+ s(y − x),
rys :=
|y − xys |
|y − x| ja




(P × [−1, 1]× [−1, 1]) \ (P × {0} × {0}))× [0, 1]
→ (P × [−1, 1]× [−1, 1]) \ (P × {0} × {0}),
asettamalla kaikilla z ∈ ]x, y], x ∈ P ja y ∈ Qx, ja s ∈ [0, 1]




Olkoon z ∈ ]x, y], jollakin x ∈ P ja y ∈ Qx. Tällöin arvolla s = 1 pätee
xys = y ja r
y
s = 0, jolloin kuvauksen R määritelmän nojalla on voimassa
R(z, 1) = y + 0 · dzey = y.
Arvolla s = 0 pätee xys = x ja r
y
s = 1, jolloin kuvauksen R määritelmän
nojalla on voimassa
R(z, 0) = x+ dze
y = z.
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Koska on voimassa dy = |y − x|, niin kuvauksen R määritelmän nojalla
kaikilla s ∈ [0, 1] on voimassa
R(y, s) = xys + r
y
sdye
y = xys +
|y − xys |
|y − x| |y − x| e
y
= xys + |y − xys |ey = y.
Lauseen 48 nojalla kuvaus R on jatkuva. Siten kuvauksella R on kaikki vah-
van deformaatioretraktion ominaisuudet joukon
⋃
x∈P Qx = H
−1[∂R3(U)]
suhteen, mikä todistaa, että ∂R3(U) on joukon U \ P vahva deformaatiore-
trakti. Kuvauksen H avulla todistetaan vastaavalla argumentilla, että poly-
goni P on putkiympäristön U vahva deformaatioretrakti.
Seurauslause 195. Olkoot P ⊂ R3 yksinkertainen polygoni ja V ⊂ R3
polygonin P putkiympäristö. Tällöin kaikilla x0 ∈ R3 \ P ja x1 ∈ R3 \ V .
pi(R3 \ P, x0) ∼= pi(R3 \ V , x1) ja pi(V, x0) ∼= pi(P, x0).
Todistus. Seuraavat lauseista 194 ja 78.
Huomautus 196. Olkoot P yksinkertainen polygoni, A ∈ PLr(P ) poly-
gonin P säännöllinen ympäristö ja U monitahokkaan A säännöllinen ym-
päristö. Tällöin säännöllisen ympäristön ja putkiympäristön määritelmistä
seuraa, että U on polygonin P putkiympäristö.
4.4.4 Timanttiympäristö
Kuva 16: Avaruuden R3 ympäröivän isotopian G : R3 × [0, 1] → R3 kantaja
sisältyy kaikilla t ∈ [0, 1] timanttiympäristön sisäpisteiden joukkoon.
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Määritelmä 197. Olkoot kaikilla ei-negatiivisilla luvuilla x,  ja z joukko
F (P ) polygonin P := P ((−x, 0, 0), (0, 0, z), (x, 0, 0)) rajaama tahko ja joukko
V (x, , z) joukon
{(0, 0, z + ), (0, 0,−), (0, , 0), (0,−, 0), (x, 0, 0), (−x, 0, 0)}
konveksi verho. Tällöin joukkoa V (x, , z) kutsutaan tahkon F (P ) timant-
tiympäristöksi.
Huomautus 198. Olkoot tahko F (P ) ja tahkon F (P ) timanttiympäristö
V (x, , z) kuten määritelmässä yllä. Tällöin pätee F (P ) ⊂ V (x, , z).
Lause 199. Olkoot x ja z ei-negatiivisia lukuja, joukko F (P ) polygonin
P := P
(
(−x, 0, 0), (0, 0, z), (x, 0, 0)) rajaama tahko ja V (x, , z) kaikilla  > 0
tahkon F (P ) timanttiympäristö. Tällöin kaikilla u ∈ {(−x, 0, 0), (x, 0, 0)} ja
v ∈ R3, jotka toteuttavat ehdon [u, v] ∩ F (P ) = {u}, on olemassa sellainen
ei-negatiivinen luku 0, että kaikilla  ∈ ]0, 0[ pätee
[u, v] ∩ V (x, , z) = {u}.
Todistus. Olkoon T ([u, v], u) särmästä [u, v] jatkettu puolisuora, jonka pää-
tepiste on u. Jos joukko T ([u, v], u) ∩ ({0} × R × R) on tyhjä, niin kaikilla
 > 0 toteutuu
[u, v] ∩ V (x, , z) = {u},
ja muuten on olemassa sellainen piste w ∈ ({0}×R×R)\ [(0, 0, 0), (0, 0, z)],
jolle pätee {y} = T ([u, v], u) ∩ ({0} × R× R). Koska kompakteina erillisinä
joukkoina joukoilla {w} ja [(0, 0, 0), (0, 0, z)] on aidosti positiivinen etäisyys,
ja kaikilla δ > 0 ja y ∈ V (x, δ, z) ∩ ({0} × R× R) pätee
d := dist(y, [(0, 0, 0), (0, 0, z)]) ≤
√
2δ,
niin kaikilla  ∈ ]0, d√
2
[ toteutuu joukon V (x, , z) konveksisuuden perusteel-
la
[u, v] ∩ V (x, , z) = {u}.
Määritelmä 200. Jatkuvaa kuvausta H : X × [0, 1] → X kutsutaan (ava-
ruuden X ympäröiväksi) isotopiaksi, jos rajoittumakuvaus
Ht := H  X × {t} : X → X
on homeomorﬁsmi kaikilla t ∈ [0, 1] ja pätee
H(x, 0) = x kaikilla (x, t) ∈ X × [0, 1].
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Todistetaan kappaleen päätulos ensin polygonin
D := P
(
(−1, 0, 0), (0, 0, 1), (1, 0, 0))
rajaaman tahkon F (D) timanttiympäristölle V (1, 1, 1) :
Lause 201. On olemassa sellainen yhtäsuuruuden
G1[(−1, 0, 0), (1, 0, 0)] = [(−1, 0, 0), (0, 0, 1)] ∪ [(0, 0, 1), (1, 0, 0)]
toteuttava isotopia G : R3 × [0, 1] → R3, jolla rajoittumakuvauksen Gt :=
G  R3×{t} kantaja (määritelmä 7, sivulla 7) sisältyy tahkon F (D) timant-
tiympäristön V (1, 1, 1) sisäpisteiden joukkoon intR3
(





R3(+,+) := [0,∞[ × [0,∞[ × R.
Olkoot P := P ((0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0)) ⊂ R3(+,+) polygoni ja U := F (P ) ⊂
R3(+,+) polygonin P rajaama tahko. Määritellään kaikilla i ∈ {−1, 0, 1, 2}
sellainen kuvaus
fi : U → R,
jolle pätee {(x, y, fi(x, y, 0)) | (x, y, 0) ∈ U} = F
(




f−1(x, y, 0) = x+ y − 1,
f0(x, y, 0) = 0,
f1(x, y, 0) = −(x+ y) + 1 ja
f2(x, y, 0) = −2(x+ y) + 2,
ja merkitään
T ylä : = {(x, y, z) ∈ R3(+,+) | (x, y, 0) ∈ U ja f0(x, y, 0) ≤ z ≤ f2(x, y, 0)},
T ala : = {(x, y, z) ∈ R3(+,+) | (x, y, 0) ∈ U ja f−1(x, y, 0) ≤ z ≤ f0(x, y, 0)} ja
T : = T ylä ∪ T ala.
Tällöin erityisesti kaikilla (x, y, x) ∈ U pätee
|f0(x, y, z)− f2(x, y, z)|
[f−1(x, y, z)− f0(x, y, z)| = 2 ja
[f−1(x, y, z)− f0(x, y, z)|




Lisäksi joukko T ⊂ R3(+,+) on sellainen kompakti ja konveksi osajoukko, jolle
pätee






= {(x, y, z) | (x, y, 0) ∈ U ja z ∈ {f−1(x, y, 0), f2(x, y, 0))},
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sekä pätee T ylä ∩ T ala = U. Tämän perusteella voidaan määritellä bijektio
H : T → T asettamalla




f−1(x, y, 0) + 2|z − f−1(x, y, 0)|
))
kaikilla (x, y, z) ∈ T ala(
x, y,
(
f2(x, y, 0)− 1
2
|z − f2(x, y, 0)|
))
kaikilla (x, y, z) ∈ T ylä,
jolloin kuvaus H erityisesti on lauseen 48 nojalla jatkuva, ja joukon T kom-
paktiuden perusteella jatkuvana kuvauksena myös suljettu kuvaus lauseen
59 nojalla. Näin ollen kuvaus H on homeomorﬁsmi, ja lisäksi kuvauksen H
määritelmän perusteella on voimassa






H[(0, 0, 0), (1, 0, 0)] = [(0, 0, 1), (1, 0, 0)].
(37)
Joukon T konveksisuuden perusteella voidaan määritellä kuvaus
A : T × [0, 1]→ T, (w, t) 7→ tH(w) + (1− t)w,
jolloin erityisesti kuvaus A jatkuva lauseen 48 perusteella ja rajoittumaku-
vaus At := A  T ×{t} kuvauksen H homeomorﬁsuuden ja joukon T konvek-
sisuuden perusteella homeomorﬁsmi kaikilla t ∈ [0, 1]. Näin ollen kuvaus A on
avaruuden T isotopia. Lisäksi kohdasta (37) seuraa, että rajoittumakuvauk-






jokaisella t ∈ [0, 1].
Asetetaan
R3(−,+) : = ]−∞, 0]× [0,∞[ × R,
R3(+,−) : = [0,∞[ × ]−∞, 0]× R,











R3(?,◦) ∩ V (1, 1, 1)
) | ?, ◦ ∈ {−,+}}.








T = R3(+,+) ∩ V (1, 1, 1),
niin isotopian A olemassaolosta seuraa yllä olevan perusteella, että on ole-
massa sellainen isotopia G : R3 × [0, 1] → R3, jolla kuvauksen Gt : R3 → R3
kantaja sisältyy joukkoon intR3
(
V (1, 1, 1)
)
jokaisella t ∈ [0, 1] ja kuvaus G1
toteuttaa yhtäsuuruuden
G1[(−1, 0, 0), (1, 0, 0)] = [(−1, 0, 0), (0, 0, 1)] ∪ [(0, 0, 1), (1, 0, 0)].
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Huomautus 202. Mielivaltaisella kolmiolla P (u0, u1, p) ⊂ R3 voidaan olet-
taa origon olevan särmän [u0, u1] keskipisteessä ja valita avaruudelle R3 sel-
lainen kanta (e1, e2, e3), joka toteuttaa ehdot
e1 =
u1
|u1| , e3 =
p
|p| ja e2 = e1 × e3.
Lause 203. On olemassa sellainen yhtäsuuruuden
F1[(−x, 0, 0), (x, 0, 0)] = [(−x, 0, 0), (0, 0, z)] ∪ [(0, 0, z), (x, 0, 0)]
toteuttava isotopia F : R3 × [0, 1] → R3, jolla rajoittumakuvauksen Ft :=
F  R3 × {t} kantaja sisältyy polygonin P := P ((−x, 0, 0), (0, 0, z), (0, 0, x))
rajaaman tahkon F (P ) timanttiympäristön V (x, , z) sisäpisteiden joukkoon
intR3
(
V (x, , z)
)
jokaisella t ∈ [0, 1].
Todistus. Olkoon kuvaus G : R3× [0, 1]→ R3 kuten lauseessa 201. Koska on
olemassa sellainen homeomorﬁsmi h : R3 → R3, jolle pätee
intR3V (x, , y) = intR3(V (1, 1, 1)),
ja




[(−x, 0, 0), (0, 0, z)] ∪ [(0, 0, z), (x, 0, 0)]]
= [(−1, 0, 0), (0, 0, 1)] ∪ [(0, 0, 1), (1, 0, 0)],
voidaan määrittää ehdot toteuttava isotopia F : R3× [0, 1]→ R3 asettamalla
jokaisella t ∈ [1, 0]
Ft := h





Kuva 17: Solmu K ∈ 76.
Merkitään
℘ = {P ⊂ R3 | P yksinkertainen polygoni}.
Määritellään joukossa ℘ ekvivalenssirelaatio ∝ seuraavasti. Olkoot P 1, P 2 ∈
℘. Tällöin P 1 ∝ P 2, jos on olemassa sellainen isotopia H : R3 × [0, 1]→ R3,
jolle pätee
H1[P
1] = P 2,
kun merkitään H1 = H  R3 × {1}. Relaatiolla ∝ on selvästi ekvivalenssire-
laation ominaisuudet (R1)-(R3).
Määritelmä 204. (Solmu) Yksinkertaisen polygonin P ekvivalenssiluokkaa




Määritelmä 205. Olkoon ℘ kaikkien avaruuden R3 yksinkertaisten polygo-
nien joukko. Määritellään relaatio M⊂ ℘×℘ asettamalla (P, P ′) ∈M, jos poly-
gonilla P on olemassa sellainen kulmapistejono (v0, . . . , vk) ja piste p ∈ R3\P,
jotka toteuttavat ehdot
P ′ = P (v0, . . . , vk, p) ja F (P (vk, p, v0)) ∩ P = [vk, v0].
Tällöin sanotaan, että polygoni P ′ on saatu polygonista P on kolmiosiirrolla
pitkin kolmiota F (P (vk, p, v0)).
Kuva 18: Solmu (K \ [u0, u1]) ∪ [u0, p] ∪ [p, u1] on saatu solmusta K kolmio-
siirrolla pitkin kolmiota DM := F (P (u0, p, u1)).
Määritelmä 206. Määritellään relaatio M−1⊂ ℘× ℘ asettamalla
(P, P ′) ∈M−1 ,
jos on voimassa (P ′, P ) ∈M . Sanotaan, että polygoni P on saatu polygonista
P ′ käänteiskolmiosiirrolla pitkin kolmiota F (P (vk, p, v0)), jos polygoni P ′ on
saatu polygonista P kolmiosiirrolla pitkin kolmiota F (P (vk, p, v0)).
Määritelmä 207. Jonoa X0, . . . , Xk ∈ ℘ kusutaan joukon ℘ kolmiosiirtojen
jonoksi, jos kaikilla i ∈ {0, . . . , k−1} pätee joko Xi M Xi+1 tai Xi M−1 Xi+1.
Lause 208. Olkoot P, P ′ ∈ ℘ sellaisia yksinkertaisia polygoneja, joille pätee
P M P ′ tai P M−1 P ′. Tällöin pätee [P ′] = [P ].
Todistus. Kolmiosiirron määritelmän nojalla on olemassa sellainen polygoni
P (u0, u1, p), jonka rajaamalle tahkolle F (P (u0, u1, p)) pätee
P ∩ F (P (u0, u1, p)) = [u0, u1] tai P ∩ F (P (u0, u1, p)) = [u0, p] ∪ [p, u1].
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Symmetrian nojalla riittää todistaa tapaus, jossa pätee P∩F (P (u0, u1, p)) =
[u0, u1]. Kolmiosiirron määritelmän nojalla pätee
P ′ = (P \ [u0, u1]) ∪
(
[u0, p] ∪ [p, u1]
)
ja voidaan olettaa, että avaruudella R3 on sellainen kanta, että joillakin ei-
negatiivisilla luvuilla x ja z on voimassa
u0 = (−x, 0, 0), u1 = (x, 0, 0) ja p = (0, 0, z).
Lisäksi voidaan olettaa, että on voimassa u0 = v0 sekä u1 = v1, jos u0 ja u1
ovat polygonin P kulmapisteitä. Lauseiden 199 ja 58 perusteella on olemassa
sellainen  > 0, että tahkon F (P (u0, u1, p)) timanttiympäristölle V (x, , z)
pätee
V (x, , z) ∩ P = [u0, u1].
Koska lauseen 203 nojalla on olemassa sellainen isotopia F : R3× [0, 1]→ R3,
että kuvauksen Ft kantaja sisältyy kaikilla t ∈ [0, 1] joukkoon intR3(V (x, , z))
ja pätee
G1[u0, u1] = [u0, p] ∪ [p, u1],
niin solmun määritelmän nojalla pätee P ′ ∈ [P ], jolloin pätee [P ′] = [P ].
Seurauslause 209. Olkoot P ja P ′ sellaisia yksinkertaisia polygoneja, että
on olemassa sellainen kolmiosiirtojen jono X0, . . . , Xk ∈ ℘, jolle pätee X1 =
P ja Xk = P ′. Tällöin pätee [P ] = [P ′].
Todistus. Väite seuraa ekvivalenssirelaation∝ transitiivisuudesta ja lauseesta
208.
Määritellään lopuksi kolmioekvivalenssi myös yksinkertaisille PL-käyrille.
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Määritelmä 210. Olkoon ` kaikkien avaruuden R3 yksinkertaisten PL-
käyrien joukko. Määritellään relaatio M⊂ ` × ` asettamalla (α, α′) ∈M, jos
on olemassa sellainen PL-käyrän α kulmapistejono (a0, . . . , an) ja piste p ∈
R3 \ α, että jollakin i ∈ {0, . . . , an} toteutuvat ehdot:
α′ = (a0, . . . , ai, p, ai+1, . . . , an) ja F (P (ai, p, ai+1)) ∩ P = [ai, ai+1].
Tällöin sanotaan, että PL-käyrä α′ on saatu PL-käyrästä α kolmiosiirrolla
pitkin kolmiota F (P (ai, p, ai+1)).
Määritelmä 211. Määritellään relaatio M−1⊂ `× ` asettamalla
(α, α′) ∈M−1,
jos on voimassa (α′, α) ∈M . Sanotaan, että käyrä α on saatu käyrästä
α′ käänteiskolmiosiirrolla pitkin kolmiota F (P (ai, p, ai+1)), jos käyrä α′ on
saatu käyrästä α kolmiosiirrolla pitkin kolmiota F (P (ai, p, ai+1)).
Määritelmä 212. Jonoa X0, . . . , Xk ∈ ` kutsutaan joukon ` kolmiosiirtojen
jonoksi, jos kaikilla i ∈ {0, . . . , k − 1} pätee joko
Xi M Xi+1 tai Xi M−1 Xi+1.
5.1.3 Solmujen M-ekvivalenssin seurauslauseita
Olkoot A taso, P := P (v0, . . . , vk) ⊂ A yksinkertainen polygoni, joka to-
teuttaa ehdon k > 2, ja F (P ) ⊂ W polygonin P rajaama tahko. Merkitään
mielivaltaisen särmän E sisältävää suoraa merkinnällä S(E). Tällöin on ole-
massa sellaiset puolitasot A+, A− ⊂ A, jotka toteuttavat ehdot
A = A+ ∪A− ja A+ ∩A− = S([vk, v0]).
Olkoot c särmän [vk, v0] keskipiste, B(c, s) ⊂ R3 avoin c-keskinen ja s-
säteinen kuula ja BA(c, s) := B(c, s)∩A. Koska F (P ) on tahko, niin kaikilla
s > 0 on tällöin voimassa
A− ∩BA(c, s) ∩ intAF (P ) 6= ∅ tai A+ ∩BA(c, s) ∩ intAF (P ) 6= ∅,
ja yleisyyttä rajoittamatta voidaan olettaa, että kaikilla s > 0 on voimassa
A+ ∩BA(a, s) ∩ intAF (P ) 6= ∅.
Olkoot kaikilla i ∈ {0, k} suora Ni pisteen vi kautta kulkeva tasoon A sisäl-





= Ni ja [vk, v0] ⊂Wi.
Olkoon S0 := S([v0, v1]), jos joukko ]v0, v1]∩W0 ∩Wk ∩A+ on epätyhjä, ja
olkoon muutoin S0 := N0, olkoon Sk := S([vk−1, vk]), jos joukko ]vk−1, vk]∩
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W0 ∩Wk ∩ A+ on epätyhjä, ja olkoon muutoin Sk := Nk. Olkoon jokaisella
i ∈ {0, k} joukko Ei ⊂ A puolitaso, joka toteuttaa ehdot
∂W (Ei) = Si ja [vk, v0] ⊂ Si.
Asetetaan
L : = [vk, v0],
V : = A+ ∩W0 ∩ E0 ∩Wk ∩ Ek ja
K∗ : = α(v1, . . . , vk−1) ∩ V.
Tällöin joukko V on erityisesti puolitasojen leikkauksena konveksi ja koska
P ⊂ W on yksinkertainen polygoni, niin tason A+ määritelmän perusteel-
la joukko K∗ on epätyhjä. Lisäksi lauseiden 54 ja 56 perusteella kompaktin
joukon K suljettuna osajoukkona K∗ on kompakti ja polygonin P yksinker-
taisuuden perusteella pätee
L ∩K∗ ⊂ L ∩ α(v1, . . . , vk−1) = ∅.
Näin ollen lauseen 58 perusteella on olemassa sellainen ei-negatiivinen luku
r ja piste y ∈ K∗, jotka toteuttavat ehdon
dist(y, L) = dist(K∗, L).
Joukon V määritelmän perusteella pätee y ∈ K∗ ⊂ W0 ∩Wk, jolloin erityi-
sesti polygoni P (v0, y, vk) ⊂W on määritelty, koska pätee y /∈ S([vk, v0]).
Apulause 213. Olkoot piste y ja joukko L := [vk, v0] kuten yllä. Tällöin
tahkolle F (P (v0, y, vk)) pätee F (P (v0, y, vk)) ⊂ F (P ) ja
(a) F (P (v0, y, vk)) ∩ P = L ∪ {y} tai
(b) F (P (v0, y, vk)) ∩ P = L ∪ [v0, v1] tai
(c) P (v0, y, vk) ∩ P = L ∪ [vk−1, vk].
Todistus. Joukon V konveksisuuden perusteella pätee
F (P (v0, y, vk)) ⊂ V,
ja koska kaikilla x ∈ F (P (v0, y, vk)) pätee dist(x, L) < dist(y, L), niin pis-
teen y ja joukon K∗ määritelmistä seuraa erityisesti relaatio
F (P (v0, y, vk)) ∩ P ⊂ [vk, vk−1] ∪ L ∪ [v0, v1] ∪ {y}. (38)
Oletetaan ensin, että on voimassa F (P (v0, y, vk)) ∩ P ⊂ L ∪ {y}. Koska
on voimassa L, {y} ⊂ P (v0, y, vk), niin tällöin pätee kohta (a).
Oletetaan sitten, että joukko F (P (v0, y, vk))∩ ]vk, vk−1]∪ ]v0, v1] on epä-
tyhjä. Joukko intAF (P (v0, y, vk)) ∩ (Sk ∪ S0) on tyhjä, koska on voimassa
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F (P (v0, y, vk)) ⊂ V ⊂ Ek ∩ E0. Näin ollen oletuksesta seuraa, että piste y
kuuluu joko suoralle Sk tai suoralle S0. Pisteen y määritelmän ja oletuksen
k > 2 perusteella tästä seuraa
y = vk−1 ja v1 /∈ F (P (v0, y, vk)) tai y = v1 ja vk−1 /∈ F (P (v0, y, vk)),
jolloin polygonin P yksinkertaisuuden ja kohdan (38) perusteella pätee kohta
(b) tai kohta (c).
Koska tahkolle F (P (v0, y, vk)) pätee kohta (a), (b) tai (c), niin Jordanin
käyrälauseesta seuraa puolitason A+ määritelmän perusteella
F (P (v0, y, vk)) ⊂ F (P ),
koska pätee F (P (v0, y, vk)) ⊂ V ⊂ A+.
Kuva 19: Kuva a: Vihreässä polygonissa P (v0, . . . , vk−1) yksi särmä vähem-
män kuin sinisessä polygonissa P (v0, . . . , vk). Kuva b: Sekä vihreässä poly-
gonissa P (v0, . . . , y), että punaisessa polygonissa P (y, . . . , vk) on vähintään
yksi särmä vähemmän kuin sinisessä polygonissa P (v0, . . . , vk).
Lause 214. Olkoot A taso, P = P (v0, . . . , vk) ⊂ A yksinkertainen polygoni,
F (P ) polygonin P rajaama tahko, L = [v0, vk] ja K = α(v0, . . . , vk). Tällöin
on olemassa sellainen äärellinen joukon ` kolmiosiirtojen jono X0, . . . , Xn,
joka toteuttaa ehdot X1 = L, Xn = K ja Di ⊂ F (P ), kun Di on kaikilla
i ∈ {0, . . . , n− 1} se kolmio, jota pitkin polygoni Xi+1 on saatu polygonista
Xi.
Todistus. Todistetaan väite induktiolla polygonin P (v0, . . . , vk) sivujen luku-
määrän suhteen. Polygonissa P (v0, . . . vk) on k+1 sivua. Kolmiosiirron mää-
ritelmän nojalla väite pätee, kun k = 2. Tehdään induktio-oletus, että väite
pätee polygonille, jossa on korkeintaan k sivua. Jollakin kolmiolla D ⊂ F (P )
on lauseen 213 ominaisuus (a), (b) tai (c). Oletetaan ensin, että kolmiolla D
on ominaisuus (a). Tällöin pätee L M [v0, y] ∪ [y, vk] ja
(P \ L) ∪ [v0, y] ∪ [y, vk] = P (v0, . . . , y) ∪ P (y, . . . , vk),
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missä polygonit P (v0, . . . , y) ja P (y, . . . , vk) ovat yksinkertaisia ja niiden
leikkaus on yksiö {y}. Jos on voimassa y 6= vi kaikilla i ∈ {0, . . . , k} jakaa
piste y sivun [vi, vi+1] sivuiksi [vi, y] ja [y, vi+1]. Siten polygoneissa P (v0, . . . , y)
ja P (y, . . . , vk) on yhteensä k + 1 tai k + 2 sivua. Kussakin polygonissa on
kuitenkin vähintään 3 sivua, joten polygonissa P (y, . . . , vk) ja polygonissa
P (y, . . . , vk) on alle k sivua. Siten väite seuraa induktio-oletuksesta tapauk-
sessa, jossa pätee (a). Oletetaan sitten, että kolmiolla D on lauseen 213 omi-
naisuus (b). Tällöin on voimassa P M−1 P (v1, . . . , vk), jolloin P (v0, . . . , vk−1)
on yksinkertainen polygoni, jossa on k sivua. Oletetaan sitten, että kolmiolla
D on lauseen 213 ominaisuus (c). Tällöin pätee P M−1 P (v0, . . . , vk−1), jol-
loin erityisesti P (v0, . . . , vk−1) on yksinkertainen polygoni, jossa on k sivua.
Siten väite seuraa induktio-oletuksesta tapauksissa (b) ja (c). Tämä todistaa
väitteen.
Kuva 20: Tason yksinkertainen PL-käyrä β saadaan yksinkertaisesta PL-
käyrästä α sellaisella kolmiosiirtojen jonolla X0, . . . , Xk ∈ `, että pätee Di ⊂
F (P ), kun Di on kaikilla i ∈ {0, . . . , k − 1} se kolmio, jota pitkin polygoni
Xi+1 on saatu polygonista Xi ja pätee P = α ∪ β.
Lause 215. Olkoot A taso ja P = P (v1, . . . , vk) ⊂ A yksinkertainen polygo-
ni. Tällöin kaikilla yksinkertaisilla PL-käyrillä
α := α(vi . . . vj) ∈ `, β := (P \ α) ∪ {vi, vj} ∈ `
on olemassa sellainen äärellinen joukon ` kolmiosiirtojen jono X0, . . . , Xm,
että on voimassa X0 = α, Xm = β ja Di ⊂ F (P ), kun Di ⊂ A on kaikilla
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i ∈ {0, . . . ,m− 1} se kolmio, jota pitkin polygoni Xi+1 on saatu polygonista
Xi.
Todistus. Lisäämällä polygoniin P = (v1, . . . , vk) kulmapisteitä voidaan olet-
taa, että h = k/2 ∈ N on pariton luonnollinen luku, jolle on voimassa
j − i = h, ja vaihtamalla polygonin P indeksöintiä voidaan olettaa, että
on voimassa α = α(v1, . . . vh) ja β = (vh, . . . vk, v1). Olkoot
∆β = {i ∈ {h, . . . , k} | i = 2n jollakin n ∈ N} ja
∆α = {i ∈ {1, . . . , h} | i = 2n− 1 jollakin n ∈ N}.
Lauseen 178 kohdan (a) nojalla on olemassa sellaiset yksinkertaiset PL-
käyrät γi, i ∈ {2, . . . , h− 1}, että kaikilla i ∈ {1, . . . , h− 1} pätee
γi ⊂ F (P ),
ja on olemassa sellaiset pisteet ai ∈ α ja bi ∈ β, joille on voimassa
γi ∩ P = {ai, bi},
ja kaikilla i, j ∈ {1, . . . , h}, i 6= j, pätee
















Tällöin lauseen 214 nojalla on olemassa sellainen kolmiosiirtojen jono
X0, . . . Xn ∈ `,
että on voimassa X0 = α, Xn = τ ja Di ⊂ F (P ) kaikilla i ∈ {0, . . . , n− 1},
kun Di ⊂ A on kaikilla i ∈ {0, . . . , n − 1} se kolmio, jota pitkin polygoni
Xi+1 on saatu polygonista Xi. Lauseen 214 perusteella on olemassa sellainen
kolmiosiirtojen jono
X ′0, . . . X
′
n′ ∈ `,
että on voimassa X ′0 = τ , X ′n′ = β ja D
′
i ⊂ F (P ), kun Di ⊂ A on kaikilla




5.2.1 Solmun säännöllinen varjo
Tässä kappaleessa määritellään solmun säännöllinen varjo, joka mahdollis-
taa solmun tarkastelun kaksiulotteisen kuvan avulla. Säännöllisen varjon
määritelmä on lähteestä [8]. Koska tietyt projektiosuunnat säilyttävät sol-
musta enemmän tietoa kuin toiset, niin määritellään hyvälle projektiosuun-
nalle tietyt ehdot ja osoitetaan että kaikilla avaruuden R3 yksinkertaisilla
polygoneilla on hyvä projektiosuunta.
Kuva 21: Solmun K ∈ 76 säännöllinen varjo pK.
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Olkoot E ⊂ R3 origon sisältävä taso ja nE tason E normaalivektori,
joka toteuttaa ehdon |nE | = 1. Jokaisella (x, y, z) ∈ R3 on olemassa yk-
sikäsitteinen t(x,y,z) ∈ R, joka toteuttaa ehdon (x, y, z) + t(x,y,z)nE ∈ E,
joten voidaan määritellä kuvaus t : R3 → R asettamalla (x, y, z) 7→ t(x,y,z) ja
projektio pE : R3 → E asettamalla (x, y, z) 7→ (x, y, z) + t(x,y,z)nE .
Määritelmä 216. Olkoot K := P (v0, . . . , vk) ∈ ℘ yksinkertainen polygoni,
E ⊂ R3 origon sisältävä taso ja projektiokuvaus pE : R3 → E kuten yllä.
Tällöin joukkoa pEK ⊂ E kutsutaan solmun K varjoksi, pistettä a ∈ E,
joka toteuttaa ehdon
|K ∩ p−1E {a}| = 2,
kutsutaan varjon pEK tuplapisteeksi ja pistettä x ∈ E, joka toteuttaa ehdon
|K ∩ p−1E {x}| > 2,
kutsutaan varjon pEK sekapisteeksi. Joukkoa
T (K) = {a ∈ E | a on varjon pEK tuplapiste}
kutsutaan varjon pEK tuplapisteiden joukoksi ja joukkoa
K(K) = {x ∈ pEK | x = p(vi), vi ∈ (v0, . . . , vk)},
varjon pEK kulmapisteiden joukoksi tai vaihtoehtoisesti solmunK kulmapis-
teiden varjojoukoksi.
Määritelmä 217. Olkoon K = P (v0, . . . , vk) yksinkertainen polygoni. Ol-
koot kuvaus pE : R3 → E, varjo pEK ja tuplapistejoukko T (K) kuten mää-
ritelmässä 216. Solmun K varjo pEK on säännöllinen, jos
(Pr1) varjossa pEK ei ole sekapisteitä,
(Pr2) varjossa pEK on äärellinen määrä tuplapisteitä ja
(Pr3) K(K) ∩ T (K) = ∅.
Kuvausta pE : R3 → E kutsutaan solmun K suhteen säännölliseksi pro-
jektioksi. Säännöllisen varjon tuplapistettä a ∈ T (K) kutsutaan solmun K
särmien [vi, vi+1] ja [vj , vj+1] varjojen risteykseksi, jos on voimassa
p−1E {a} ∩K ⊂ [vi, vi+1] ∪ [vj , vj+1].
Olkoon K = P (v0, . . . , vk) solmu. Merkitään
∆K = {(i, j) | i, j ∈ {0, . . . , k}, i 6= j},









|vi − vj |
)
| t, s ∈ R}. (39)
sekä
A(i,j) = {vi + w | w ∈W(i,j)}. (40)
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Lause 218. Olkoot projektiokuvaus pE : R3 → E ja indeksit i, j ∈ {0, . . . , k}
sellaisia, joilla särmille [vi, vi+1] ja [vj , vj+1] sekä suorille S([vi, vi+1]) ja
S([vj , vj+1]) on voimassa
S([vi, vi+1]) 6= S([vj , vj+1]) ja |pE [vi, vi+1] ∩ pE [vj , vj+1]| > 1.
Tällöin pätee
nE ∈W(i,j) tai nE ∈W(j,i).
Todistus. Oletuksesta |pE [vi, vi+1]∩pE [vj , vj+1]| > 1 seuraa, että on olemas-
sa sellainen suora S′ ⊂ E, jolle pätee S′ = S(pE [vi, vi+1]) = S(pE [vj , vj+1])
Projektiokuvauksen määritelmästä seuraa, että joukko p−1E [S
′] on taso, jolle
on voimassa
vi, vi+1, vj , vj+1 ∈ p−1E [S′]. (41)
Toisaalta oletuksen S([vi, vi+1]) 6= S([vj , vj+1]) nojalla on voimassa
vj /∈ S([vi, vi+1]) tai vi /∈ S([vj , vj+1]).
Oletetaan ensin, että on voimassa vj /∈ S([vi, vi+1]). Tällöin A(i,j) on avaruu-
den R3 taso ja erityisesti taso A(i,j) sisältää pisteet vi, vi+1, vj . Koska pisteet






Koska pätee A(i,j) = {vi + w | w ∈W(i,j)}, niin pätee
W(i,j) = {a− vi | a ∈ A(i,j)},
ja koska on voimassa pE(vi) ∈ S′, niin on voimassa
0 ∈ {y + p(vi) | y ∈ S′}.
Projektiona pE on lineaarikuvaus, joten pätee
p−1E {y − pE(vi) | y ∈ S′} = {a− vi | a ∈ p−1E [S′]}.
Lisäksi pätee nE ∈ Ker(pE), sen perustella, että pE on projektio. Näin ollen
pätee
nE ∈ p−1E {0} ⊂ p−1E {y − pE(vi) | y ∈ S′} = {a− vi | a ∈ p−1E [S′]}
= {a− vi | a ∈ A(i,j)} = W(i,j)
Oletetaan sitten, että on voimassa vi /∈ S([vj , vj+1]). Tällöin todistetaan
samalla argumentilla kuin tapauksessa vj /∈ S([vi, vi+1]), että pätee
nE ∈W(j,i).
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Lause 219. Olkoon pE : R3 → E sellainen projektiokuvaus, että joillakin
i, j ∈ {0, . . . , k}, i 6= j, pätee pE(vi) = pE(vj). Tällöin on voimassa
nE ∈W(i,j).
Todistus. Projektiokuvauksen pE : R3 → E määritelmän nojalla on olemassa
sellaiset t, s ∈ R, joille pätee
vi + snE = vj + tnE .





|vi − vj |
(t− s)
(vi − vj)
|vi − vj | ,
koska |vi−vj |t−s on reaaliluku on joukon W(i,j) määritelmän nojalla voimassa
nE ∈W(i,j).
Lause 220. Olkoon pE : R3 → E sellainen projektiokuvaus, että kaikilla
(i, j) ∈ ∆K on voimassa nE /∈W(i,j) ja kaikilla (i, j), (j, k) ∈ ∆K pätee(
pE [vi, vi+1] ∩ pE [vj , vj+1]
) ∩ (pE [vj , vj+1] ∩ pE [vk, vk+1]) = ∅. (43)
Tällöin pEK on säännöllinen varjo.
Todistus. Osoitetaan, että varjolla pEK on säännöllisen varjon ominaisuudet
(Pr1)(Pr3):
Pr3: Oletuksen nojalla kaikilla (i, j) ∈ ∆K on voimassa nE /∈ W(i,j), joten
lauseen 219 perusteella kuvauksella pE on ominaisuus Pr3.
Pr1: Lauseen 218 perusteella kaikilla sellaisilla (i, j) ∈ ∆K , joilla on voimas-
sa nE /∈W(i,j), leikkaus pE [vj , vj+1]∩ pE [vi, vi+1] on joko tyhjä tai jol-
lakin x ∈ E yksiö {x}. Projektiokuvauksen määritelmän perusteella
joukko p−1E {x} on suora kaikilla x ∈ pEK. Oletetaan, että on voimassa
|p−1E {x} ∩ [vi, vi+1]| > 1
jollakin x ∈ E ja i ∈ {0, . . . , k}. Tällöin pätee pE(vi) = pE(vi+1),
koska p−1E {x} on suora. Lauseen 219 nojalla tällöin pätee nE ∈ W(i,j).
Näin ollen, jos on voimassa nE /∈ W(i,j) kaikilla (i, j) ∈ ∆K ja pätee
|p−1E {x} ∩ K| > 2, niin on olemassa sellaiset (i, j), (j, k) ∈ ∆K , joille
pätee
pE [vj , vj+1] ∩ pE [vi, vi+1] = {x} = pE [vj , vj+1] ∩ pE [vk, vk+1].
Tällöin on voimassa
pE [vj , vj+1] ∩ pE [vk, vk+1] = {x},
ja erityisesti yhtälö (43) ei toteudu. Näin ollen, jos kaikilla (i, j) ∈ ∆K
on voimassa nE /∈ W(i,j) ja joukkoyhtälö (43) toteutuu, niin kuvauk-
sella pE on ominaisuus (Pr1).
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Pr2: Joukon ∆K äärellisyydestä seuraa lauseen 218 nojalla, että varjon pEK
tuplapisteiden joukko T (K) on äärellinen.
Olkoon S2 = {x ∈ R3 | |x| = 1}. Muodostetaan kaikilla solmuilla K =
P (v0, . . . , vk) yhtälö sille, että ehto (43) ei toteudu, ja tarkastellaan yhtälön
ratkaisujoukkoa joukossa S2 \⋃(i,j)∈∆K W(i,j).
Apulause 221. Olkoot pE : R3 → E sellainen projektiokuvaus, jolle on
voimassa




ja (i, j), (j, k) ∈ ∆K sellaisia, että on olemassa sellainen x(i,j) ∈ E, joka
toteuttaa ehdon
x(i,j) = pE [vi, vi+1] ∩ pE [vj , vj+1]
ja sellainen x(j,k) ∈ E, joka toteuttaa ehdon
x(j,k) = pE [vj , vj+1] ∩ pE [vk, vk+1].
Tällöin, jos on voimassa x(i,j) = x(j,k), niin on olemassa sellaiset luvut
G,G′, H,H ′, I, I ′, J, J ′,K,K ′, L, L′ ∈ R,
joilla vektori nE toteuttaa yhtälön
(Gx+Hy+Iz)(J ′x+K ′y+L′z)−(G′x+H ′y+I ′z)(Jx+Ky+Lz) = 0. (44)
Todistus. Merkitään avaruuden R3 standardikantaa
i = [1, 0, 0], j = [0, 1, 0], k = [0, 0, 1] ∈ R3,
jolloin on voimassa nE = xi+yj+zk. Olkoon sn kaikilla n ∈ {0, . . . , k} suo-
ran S([vn, vn+1]) suuntavektori. Tällöin on olemassa sellaiset asn , bsn , csn ∈
R, joilla on voimassa
sn = asni+ bsnj + csnk
ja on olemassa sellaiset avn , bvn , cvn ∈ R, joilla on voimassa
vn = avni+ bvnj + cvnk.




pE [S([vi, v(i+1)])] ∩ pE [S([vj , v(j+1)])]




] ∩ pE[S([vk, v(k+1)])]
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on tyhjä tai yksiö {x(j,k)}. Erityisesti joukot p−1E {x(i,j)} ja p−1E {x(j,k)} ovat
avaruuden R3 suoria, ja lisäksi kaikilla
(
(i, j), (j, k)
) ∈ ∆2K , joilla on voimassa
x(i,j) = x(j,k), ovat suorat p
−1
E {x(i,j)} ja p−1E {x(j,k)} samat. Tästä saadaan
yhtälöt
vi + tisi + t
i
pnE = vj + tjsj (45)
vk + tksk + t
k
pnE = vj + tjsj . (46)
Olkoon m ∈ {i, k}. Tapauksessa, jossa vektorit sm, sj , ja nE muodosta-
vat avaruuden R3 kannan, on yhtälöillä (45) ja (46) yksikäsitteinen ratkaisu.
Toisaalta mikäli yhtälöllä on useampi ratkaisu on olemassa sellainen suo-
ra S′ ⊂ E, jolle pätee pE [S([vm, vm+1])] = pE [S([vj , vj+1])] = S′, jolloin
lauseen 218 perusteella on voimassa nE ∈ W(m,j). Toisaalta, jos yhtälöllä





] ∩ pE [vj , vj+1] ⊂ pE[S([vm, vm+1])] ∩ pE[S([vj , vj+1])] = ∅.
Yhtälöllä (45) on siten korkeintaan yksi ratkaisu joukossa S2 \ W(i,j) ja
yhtälöllä (46) korkeintaan yksi ratkaisu joukossa S2 \ W(k,j). Ratkaistaan
yhtälöt muuttujan tj suhteen, kun suorat S([vi, vi+1]), S([vj , vj+1]) sekä
S([vk, vk+1]) ja vektori nE ovat sellaisia, että yhtälöillä on korkeintaan yksi
ratkaisu.




pnE − tjsj = vj − vi.








px− tjasj = A
tibsi + t
i
py − tjbsj = B
ticsi + t
i
pz − tjcsj = C.
(47)
Kertomalla rivi 1. vakiolla bsi ja rivi 2. vakiolla −asi ja laskemalla ne sitten
yhteen, ja merkitsemällä vakioita M = asjbsi − bsjasi ja D = Absi − Basi
saadaan yhtälö:
tip(xbsi − yasi)− tjC = D. (48)
Kertomalla rivi 1. vakiolla csi ja rivi 3. vakiolla −asi ja laskemalla ne yhteen,
ja merkitsemällä vakioita E = asjcsi − csjasi ja F = Acsi − Casi saadaan
yhtälö
tip(xcsi − zasi)− tjE = F. (49)
Kertomalla sitten yhtälö (48) lausekkeella (xcsi−zasi) ja yhtälö (49) lausek-







Merkitsemällä vakioita G = Dcsi −Fbsi , H = Fasi , I = −Dasi , J = Ebsi −





kun pätee Jx+Ky + Lz 6= 0. Tapauksessa Jx+Ky + Lz = 0 yhtälö tulee
muotoon Gx + Hy + Iz = 0, jolloin yhtälöllä (50) on useampi ratkaisu.
Ratkaistaan yhtälö (46) muuttujan tj suhteen vastaavasti, jolloin saadaan
tj =
G′x+H ′y + I ′z
J ′x+K ′y + L′z
,
kun J ′x + K ′y + L′z 6= 0. Tapauksessa J ′x + K ′y + L′z = 0 yhtälöllä (46)
on useampi ratkaisu. Kiinnittämällä x, y ∈ R saadaan muuttujan z suhteen
toisen asteen yhtälö
(Gx+Hy+Iz)(J ′x+K ′y+L′z)−(G′x+H ′y+I ′z)(Jx+Ky+Lz) = 0. (51)
Huomautus 222. Yhtälöllä (51) on (pisteistä x, y) riippuen 0, 1 tai 2
ratkaisua. Olkoon (x, y, z) eräs ratkaisu. Tällöin (ax, ay, az) on ratkaisu kaikil-
la a ∈ R, sillä on voimassa
(Gax+Hay+Iaz)(J ′ax+K ′ay+L′az)−(G′ax+H ′ay+I ′az)(Jax+Kay+Laz)
= a2((Gx+Hy+ Iz)(J ′x+K ′y+L′z)− (G′x+H ′y+ I ′z)(Jx+Ky+Lz))
= a2 · 0 = 0.
Yhtälön (51) ratkaisujoukko on siten yhdiste suorista Sp, jotka ovat muotoa
Sp = {x = aop | a ∈ R}.
Määritelmä 223. Kaikilla sellaisilla m, n ∈ R, jotka toteuttavat ehdon
m2 + n2 = 1, asetetaan
r(n,m) = ni+mj
T(m,n) = {x = dr(n,m) + ek | d, e ∈ R}
Merkitään S2 := {x ∈ R3 | |x| = 1} ja lisäksi B(x, r)S2 := B(x, r)R3∩S2,
kaikilla avoimilla kuulilla B(x, r)R3 ⊂ R3.
Apulause 224. Kaikilla B(x, r)S2 on olemassa sellainen määritelmän 223
taso T(m,n), joka toteuttaa ehdot
T(m,n) ∩W(i,j) 6= T(m,n) kaikilla (i, j) ∈ ∆K ja
T(m,n) ∩B(x, r)S2 6= ∅.
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Kuva 22: Koska yhtälön (51) ratkaisujoukko on kartio, niin tason ja pal-
lonkuoren leikkauksessa ratkaisuja on korkeintaan neljä (vihreät pisteet).
Todistus. On olemassa ääretön joukko sellaisia lukuja n,m ∈ R, jotka to-
teuttavat ehdon m2 + n2 = 1, ja joilla määritelmän 223 tasolle T(m,n) pätee
T(m,n)∩B(x, r)S2 6= ∅ Koska joukkoW(i,j) on kaikilla (i, j) ∈ ∆K avaruuden
R3 taso tai suora, niin väite seuraa indeksijoukon ∆K äärellisyydestä.
Olkoon kaikilla sellaisilla (i, j) ∈ ∆K , joilla joukko pE [vi, vi+1]∩pE [vj , vj+1]
on yksiö x(i,j) piste, joka toteuttaa ehdon







W(i,j) | x(i,j) = x(j,k) joillakin (i, j), (j, k) ∈ ∆K , i 6= k
}
.
Apulause 226. Olkoot joukko Y ⊂ S2 kuten yllä ja T(m,n) sellainen mää-
ritelmän 223 taso, joka toteuttaa ehdot
T(m,n) ∩W(i,j) 6= T(m,n) kaikilla (i, j) ∈ ∆K ja
T(m,n) ∩B(x, r)S2 6= ∅
Tällöin joukko T(m,n) ∩ S2 ∩
(
Y ∪⋃(i,j)∈∆K W(i,j)) on äärellinen.
5 SOLMUTEORIA 104
Todistus. Joukko T(m,n) ∩ S2 on kehä ja joukko W(i,j) kaikilla (i, j) ∈ ∆K
taso tai suora. Näin ollen kaikilla (i, j) ∈ ∆K ja on olemassa sellainen suora
Sp ⊂ R3, jolle on voimassa T(m,n) ∩W(i,j) ⊂ Sp, koska oletuksen perusteella
pätee T(m,n)∩W(i,j) 6= T(m,n). Näin ollen kaikilla (i, j) ∈ ∆K pätee erityisesti
|W(i,j) ∩ T(m,n) ∩ S2| = |{x ∈W(i,j) ∩ T(m,n) | |x| = 1}| ≤ 2.
Tasolle T(m,n) pätee
Sp ⊂ T(m,n) tai Sp ∩ T(m,n) = 0
kaikilla yhtälön 51 ratkaisusuorilla Sp. Kiinnittämällä x ja y yhtälö (51) on
toisen asteen yhtälö, joten korkeintaan kahdella ratkaisusuoralla Sp pätee
Sp ⊂ T(m,n). Kaikilla Sp ⊂ T(m,n) pätee |Sp∩S2∩T(m,n)| = 2 ja kaikilla Sp *
T(m,n) pätee |Sp ∩ (S2 ∩ T(m,n))| = 0. Yhtälöitä (51) on kaikilla (i, j) ∈ ∆K
korkeintaan |∆K |2 kappaletta. Tämän perustella pätee
|S2 ∩ T(m,n) ∩ Y | ≤ 4 · |∆K |2,
jolloin saadaan






)| ≤ |∆K |2 · 2 + |∆K |2 · 4 <∞.
Lause 227. Joukko Q := {nE ∈ S2 | pEK on säännöllinen varjo} on joukon
S2 tiheä osajoukko, kun joukossa S2 on määritelty avaruuden R3 relatiivi-
topologia.
Todistus. Riittää osoittaa, että joukkoQ∩B(x, r) on epätyhjä kaikilla x ∈ S2
ja ei-negatiivisilla luvuilla r. Lauseen 224 nojalla kaikilla B(x, r)S2 ⊂ S2 on
olemassa sellaiset luvut m,n ∈ R, joilla taso T(m,n) on määritelty, ja on
voimassa
T(m,n) ∩W(i,j) 6= T(m,n) kaikilla (i, j) ∈ ∆K ja
T(m,n) ∩B(x, r)S2 6= ∅
Lauseen 226 nojalla joukko T(m,n)∩S2∩
(
Y ∪⋃(i,j)∈∆K W(i,j)) on äärellinen,
jolloin erityisesti joukko







on äärellinen. Siten on olemassa sellainen x ∈ Q, jolle on voimassa x ∈
T(m,n)∩B(x, r)S2 \
(
Y ∪⋃(i,j)∈∆K W(i,j)). Joukko Q kohtaa siten avaruuden
S2 jokaisen avoimen joukon, joten Q on tiheä joukossa S2.
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Huomautus 228. Lauseen 227 nojalla voidaan jatkossa olettaa, että ku-
vaus pR2 : R3 → R2 on solmun K suhteen aina säännöllinen. Säännöllistä
projektiota merkitään lyhyemmin p : R3 → R2 ja varjoa pK, lisäksi olete-
taan, että projektiosuunnan määrittävä vektorille n pätee n = (0, 0,−1) ja
kaikilla x ∈ K pätee jollakin t > 0
x+ tn ∈ R2.
5.2.2 Solmukaavio
Kuva 23: Solmun K ∈ 76 solmukaavio PK .
Tässä kappaleessa määritellään solmun K solmukaavio
PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f)
(määritelmä 234, sivulla 107), liitetään jokaiseen solmun varjon pK tuplapis-
teeseen a ∈ T (K) nuolijoukko
{NA(a), NB(a), NC(a), ND(a)}
(määritelmä 239, sivulla 108) ja pistejoukko
{A(a), B(a), C(a), D(a), E(a), P (a)}
(määritelmä 243, sivulla 110) sekä määritellään solmukaaviolle PK risteys-
etäisyys tK .
Lause 229. Olkoot K = P (v0, . . . , vk) solmu ja pK solmun K säännöllinen
varjo. Tällöin P (p(v0), . . . , p(vk)) on polygoni, jolle pätee pK = P (p(v0), . . . , p(vk)).
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Todistus. Määritelmän perusteella pätee K(K) = {p(vi) | i ∈ {0, . . . , n}},
jolloin säännöllisen varjon ominaisuuden (Pr3) perusteella kaikilla i, j ∈
{0, . . . , k}, i 6= j, pätee
p(vi) 6= p(vj).
Tämän perusteella kaikilla i ∈ {0, . . . , k} on voimassa
p[vi, vi+1] = [p(vi), p(vi+1)]. (52)
Säännöllisen varjon ominaisuuden (Pr2) perusteella pätee
[p(vi−1), p(vi)] ∩ [p(vi), p(vi+1)] = {p(vi)}
kaikilla i ∈ {0, . . . , k}, i > 1, ja
[p(v0), p(v1)] ∩ [p(vk), p(vk+1)] = {p(v0)} = {p(vk+1)}.
Näin ollen kohdan (52) perusteella pätee
pK = P (p(v0), . . . , p(vk)).
Huomautus 230. Jatkossa oletetaan, että solmun K = P (v0, . . . , vk) sään-
nöllisellä varjolla pK = P (p(v0), . . . , p(vk)) on kulmapistejonon määräämä
suunnistus (määritelmä 133, sivulla 44).
Apulause 231. Olkoot K solmu, pK solmun K säännöllinen varjo, T (K)
varjon pK tuplapisteiden joukko ja a ∈ T (K). Tällöin on olemassa yksikäsit-
teinen piste
z ∈ p−1{a} ∩K,
jolle pätee
dist(z, a) = dist
(
p−1{a} ∩K, a).
Todistus. Tuplapisteiden joukon T (K) määritelmän perusteella kaikilla a ∈
T (K) on voimassa |p−1{a}∩K| = 2. Lisäksi säännöllisille varjoille oletettiin,
että pätee R2 ∩K = ∅, jolloin joukot p−1{a}∩K ja {a} ovat kompakteja ja
erillisiä. Lauseen 58 nojalla on tällöin olemassa sellainen z ∈ p−1{a}∩K, jolle
on voimassa dist(z, a) = dist
(
p−1{a} ∩K, a) . Koska joukko p−1{a} on suo-
ra ja on voimassa R2∩K = ∅, pisteelle z′ ∈ p−1{a}∩K, z′ 6= z, on voimassa
dist(z′, a) > dist(z, a). Tämän perusteella piste z on yksikäsitteinen.
Olkoot K = P (v0, . . . , vk) solmu, pK = P (p(v0), . . . , p(vk)) solmun K
säännöllinen varjo, T (K) varjon pK tuplapisteiden joukko jaK(K) = {p(vi) |
i ∈ {0, . . . , k}}. Olkoon tällöin N joukon
pK \ (T (K) ∪ K(K))
polkukomponentti ja olkoon särmä N ⊂ pK polkukomponentin N sulkeu-
ma, ja särmällä N polygonilta pK peritty suunnistus. Tällöin joukkoa N
kutsutaan varjon pK nuoleksi.
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Määritelmä 232 (Säännöllisen varjon nuolijoukko). OlkoonN (K) kaikkien
varjon pK nuolten joukko. Tällöin joukkoaN (K) kutsutaan varjon pK nuoli-
joukoksi.
Olkoon K = P (v0, . . . , vk) solmu, pK solmun K säännöllinen varjo ja
T (K) varjon pK tuplapisteiden joukko. Tällöin apulauseen 231 perusteella
voidaan kaikilla i ∈ {0, . . . , k} ja a ∈ T (K) määritellä, että [vi, vi+1] on
tuplapisteen a ∈ T (K) alla, jos on olemassa sellainen z ∈ p−1{a}∩ [vi, vi+1],
jolle pätee
dist(z, a) = dist
(
p−1{a} ∩K, a).
Määritelmä 233. Määritellään kuvaus f : T (K) → {0, . . . , k} asettamalla
f(a) = i, missä indeksi i toteuttaa ehdon, että särmä [vi, vi+1] on tuplapis-
teen a alla.
Määritelmä 234 (Solmukaavio). Olkoon K = P (v0, . . . , vk) solmu, pK sol-
mun K säännöllinen varjo, T (K) varjon pK tuplapisteiden joukko, N (K)
varjon pK nuolijoukko, K(K) = {p(vi) | i ∈ {0, . . . , k}} polygonin pK
kulmapistejoukko ja kuvaus f : T (K)→ {0, . . . , k} määritelty kuten määri-
telmässä 233. Tällöin viisikkoa
PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f)
kutsutaan solmun [K] (tai solmun K) solmukaavioksi.
Huomautus 235. Solmun K kulmapistejono (v0, . . . , vk) ja projektioku-
vaus p : R3 → R2 määräävät solmukaavion PK yksikäsitteisesti, mutta jos
solmulle K valitaan toinen kulmapistejono, niin joukon K(K) ja kuvauksen
f määritelmän perusteella saadaan myös eri solmukaavio.
Määritelmä 236. Olkoon χ(K) kaikkien solmunK solmukaavioiden joukko.
Apulause 237. Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun
K solmukaavio. Tällöin kaikilla N,M ∈ N (K) on olemassa sellaiset x, y ∈
T (K) ∪ K(K), joilla on voimassa:
(a) N ⊂ [p(vi), p(vi+1)] jollakin i ∈ {0, . . . , k},
(b) N = [x, y] ja
(c) N ∩M = {z} jollakin z ∈ {x, y}, N = M tai N ∩M = ∅.
Todistus. Osoitetaan kohta (a). Koska pätee K(K) = {p(vi) | i ∈ {0, . . . , k}}
ja pK = P (p(v0), . . . , p(vk)), niin joukko ]p(vi), p(vi+1)[ sisältyy kaikilla
i ∈ {0, . . . , k} joukon pK \ K(K) polkukomponenttiin. Koska on voimassa
K(K) ⊂ T (K)∪K(K), niin kaikilla joukon pK \ (T (K)∪K(K)) polkukom-
ponenteilla N on olemassa sellainen i ∈ {0, . . . , k}, jolle on voimassa
N ⊂ ]p(vi), p(vi+1)[ ,
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jolloin on myös voimassa
N ⊂ [p(vi), p(vi+1)].
Osoitetaan kohta (b). Kohdan (a) nojalla kaikilla N ∈ N (K) on olemas-
sa sellainen i ∈ {0, . . . , k}, jolle pätee N ⊂ [p(vi), p(vi+1)]. Joukko N on
polkukomponenttina polkuyhtenäinen. Tämän perusteella on olemassa sel-
laiset x, y ∈ T (K)∪K(K), joilla on voimassa N = ]x, y[ . Tällöin erityisesti
on myös voimassa N = [x, y].
Osoitetaan kohta (c). Kohdan (b) nojalla kaikilla N ∈ N (K) on olemassa
sellaiset x, y ∈ T (K) ∪ K(K), joilla on voimassa N = [x, y]. Jos pätee
N 6= M, niin polkukomponettien erillisyyden nojalla pätee N ∩ M = ∅.
Siten kaikilla z ∈ N ∩M on voimassa z ∈ N \N = {x, y}.
Apulause 238. Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun
K solmukaavio ja x ∈ pK. Tällöin jollakin N ∈ N (K) pätee x ∈ N.
Todistus. Tuplapisteiden joukon T (K) ja varjon pK kulmapistejoukon K(K)
määritelmien perusteella joukko T (K)∪K(K) on äärellinen, jolloin erityisesti
on voimassa intR2
(T (K) ∪ K(K)) = ∅. Tästä seuraa, että kaikilla x ∈ pK
on olemassa sellainen N ∈ N (K), jolle pätee x ∈ N .
Määritelmä 239. Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) sol-
mun K solmukaavio ja olkoot kaikilla a ∈ A nuolet
NA(a), NB(a), NC(a), ND(a) ∈ N (K)
sellaiset, että joillakin
i, j ∈ {0, . . . k} ja h, h′, m, m′ ∈ T (K) ∪ K(K),
pätee:
(i) {NA(a), NB(a), NC(a), ND(a)} = {N ∈ N (K) | N ∩ {a} 6= ∅},
(ii) NA(a), NB(a) ⊂ [p(vi), p(vi+1)] ja
NC(a), ND(a) ⊂ [p(vj), p(vj+1)],
(iii) NA(a) = [h, a], NB(a) = [a, h
′], NC(a) = [m, a] ja ND(a) = [a,m′] sekä
(iv) f(a) 6= i ja f(a) = j.
Lause 240. Määritelmän 239 nuoli Ni ∈ N (K) on yksikäsitteinen kaikilla
a ∈ T (K) ja i ∈ {A(a), B(a), C(a), D(a)}.
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Kuva 24: Risteys a ∈ T (K) ja nuolet NA(a), NB(a) NC(a), ND(a) ∈ N (K).
Todistus. Kaikilla a ∈ T (K) ja i ∈ {A(a), B(a), C(a), D(a)} nuoli N i perii
määritelmän perusteella suunnistuksen polygonilta P (p(v0), . . . , p(vk)). Mää-
ritelmän 239 kohdan (iv) perusteella lauseen 237 kohdista (a) ja (b) seuraa
näin ollen nuolen N i yksikäsitteisyys.
Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmunK solmukaavio,
ja olkoot nuolet NA(a), NB(a), NC(a), ND(a) ∈ N (K) kaikilla a ∈ T (K)
kuten määritelmässä 239. Merkitään
P−aK = ∪
(N (K) \ {NA(a), NB(a), NC(a), ND(a)})
kaikilla a ∈ T (K).







) | a ∈ T (K)}
3
kutsutaan solmukaavion PK ∈ χ(K) risteysetäisyydeksi.
Kompakteilla erillisillä joukoilla on lauseen 58 perusteella aidosti positii-
vinen etäisyys ja tuplapisteiden joukko T (K) on säännöllisen varjon mää-
ritelmän nojalla äärellinen. Tämän perusteella solmukaavion PK ∈ χ(K)
risteysetäisyydelle tK pätee aina tK > 0.
Merkitään avaruuden R2 suljettua a keskistä t säteistä kuulaa BR2(a, t)
ja sen reunaa ∂R2BR2(a, t).
Huomautus 242. Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) sol-
mun K solmukaavio, tK solmukaavion PK risteysetäisyys ja nuolet NA(a),
NB(a), NC(a), ND(a) ∈ N (K) kaikilla a ∈ T (K) kuten määritelmässä 239.
Tällöin kaikilla t ∈ ]0, tK ] ja a ∈ T (K) pätee
t ≤ min
{




BR2(a, t) ∩ pK ⊂ NA(a) ∪NB(a) ∪NC(a) ∪ND(a).
Huomautuksen 242 perusteella voidaan määritellä:
Määritelmä 243. Olkoot kaikilla PK =
(
pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈
χ(K), a ∈ T (K) ja t ∈ ]0, tK ] pisteet AtEt yksikäsitteiset pisteet, jotka
toteuttavat:
At(a) ∈ ∂R2B(a, t) ∩NA(a),
Bt(a) ∈ ∂R2B(a, t) ∩NB(a),
Ct(a) ∈ ∂R2B(a, t) ∩NC(a),
Dt(a) ∈ ∂R2B(a, t) ∩ND(a),
Et(a) ∈ ∂R2B(a, t100) ∩NB(a) ja
Pt(a) = Et(a)− tn,
missä n = (0, 0,−1) on kuten säännöllisen projektion p : R3 → R2 määritel-
mässä. Tapauksessa t = tK sovitaan, että jätetään alaindeksi t merkitsemät-
tä.
Kuva 25: Tuplapiste a ∈ T (K) ja pisteet A(a), B(a) C(a), D(a), E(a) ja
P (a).
Määritelmä 244. Olkoon osajoukko χ(K, s) ⊂ χ(K) kaikilla s > 0 nii-
den solmun K solmukaavioiden PK ∈ χ(K) joukko, joiden risteysetäisyys
toteuttaa ehdon tK ≥ s.
5.2.3 Solmun edustajan konstruktio
Tässä kappaleessa konstruoidaan solmulle [K] edustaja solmun K ∈ [K]
solmukaaviosta PK ∈ χ(K) (lause 246, sivulla 111).
Olkoot K solmu, ℘ avaruuden R3 yksinkertaisten polygonien joukko ja
χ(K, s) kaikkien solmun K solmukaavioiden joukko, joiden risteysetäisyy-
delle tK pätee tK ≥ s. Olkoot kaikilla
PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K, s), a ∈ T (K) ja t ∈ ]0, s]
5 SOLMUTEORIA 111
Kuva 26: Solmulle [K] saadaan solmun K ∈ [K] solmukaaviosta PK edustaja
KtK
pisteet At(a), Bt(a), Ct(a), Dt(a) ja Pt(a) kuten määritelmässä 243. Asete-
taan








[At(a), Pt(a)] ∪ [Pt(a), Bt(a)]
)
ja
W (PK , t) = K(K) ∪ {At(a), Bt(a), Pt(a) | a ∈ T (K)}
kaikilla PK ∈ χ(K, s) ja t ∈ ]0, s]. Tällöin erityisesti on olemassa sellainen
yksikäsitteinen joukon W (PK , t) indeksöinti W (PK , t) = {w0, . . . , wk′}, jolla
pätee p(v0) = w0 ja Kt := P (w0, . . . , wk′) ∈ ℘ on sellainen yksinkertainen
polygoni, jonka suunnistus on yhtenevä polygonin pK suunnistuksen kanssa,
ja jolle pätee
Kt = G(PK , t).
Määritelmä 245. Olkoon solmu Kt = P (w0, . . . , wk′) kuten yllä. Tällöin
sanotaan, että polygoni Kt ∈ ℘ on saatu solmukaaviosta PK ∈ χ(K, s)
arvolla t ∈ ]0, s].
Määritelmä 246. Olkoon
Ft : χ(K, s)→ ℘, PK 7→ Kt,
missä Kt on saatu solmukaaviosta PK arvolla t ∈ ]0, s].
Lause 247. Olkoot PK ∈ χ(K, s) ja Kt ∈ ℘ saatu solmukaaviosta PK arvolla
t ∈ ]0, s]. Tällöin varjo pKt on säännöllinen.
Todistus. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) solmunK = P (v0, . . . , vk)
solmukaavio ja Kt = P (w0, . . . , wk′), jolloin on voimassa
{wi | i ∈ {0, . . . , k′}} = K(K) ∪ {At(a), Bt(a), Pt(a) | a ∈ T (K)}.
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Osoitetaan, että varjolla pKt on säännöllisen varjon ominaisuudet (Pr1)
(Pr3) (määritelmä 217, sivulla 217):
Pr1: Määritelmän 243 perusteella kaikilla a ∈ T (K) pätee
Pt(a) /∈ p−1{At(a), Bt(a)}.
Tämän perusteella varjolla pKt on ominaisuus (Pr1).
Pr2: Säännöllisen varjon ominaisuuden (Pr3) perusteella tuplapistejoukolle
T (Kt) pätee T (Kt) = T (K), ja solmun varjon pK ominaisuuden (Pr2)
perusteella pätee |T (K)| <∞. Näin ollen pätee |T (Kt)| <∞.
Pr3: Säännöllisen varjon ominaisuuden (Pr1) nojalla pätee T (K)∩K(K) =
∅, ja määritelmän 243 perusteella on voimassa p(Pt(a)) = Et(a) ja
Et(a), At(a), Bt(a) /∈ T (K). Siten pätee
{At(a), Bt(a), Pt(a) | a ∈ T (K)} ∩ T (K) = ∅,
jolloin erityisesti pätee
T (K) ∩ {p(w0), . . . , p(wk′)} =
T (K) ∩ (K(K) ∪ {At(a), Bt(a), p(Pt(a)) | a ∈ T (K)}) = ∅,
ja varjolla pKt on ominaisuus (Pr3), koska pätee T (K) = T (Kt).
Lause 248. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K, s) solmun
K = P (v0, . . . , vk) solmukaavio ja Kt = P (w0, . . . , wk′) solmukaaviosta PK
saatu solmu arvolla t ∈ ]0, s]. Tällöin pätee
[Kt] = [K].
Todistus. Asetetaan kaikilla x ∈ (w0, . . . , wk′)
K(x) = p−1{p(x)} ∩K,
jolloin erityisesti K(x) ∈ K on piste kaikilla i ∈ {0, . . . , k′}, koska pätee
wi /∈ T (K). Korvaamalla projektiotaso R2 tarvittaessa toisella samansuun-
taisella avaruuden R3 tasolla, voidaan yleisyyden kärsimättä olettaa, että on
voimassa K ∩Kt = ∅, jolloin
Pi := P (wi, wi+1,K(wi+1),K(wi))
on kaikilla i ∈ {0, . . . , k′} yksinkertainen polygoni, jolle pätee
Pi ⊂ p−1[p(wi), p(wi+1)].
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Koska p : R3 → R2 on projektiokuvaus, niin kaikilla i ∈ {0, . . . , k′} pätee
p−1[p(wi), p(wi+1)] ⊂ Ai, jollakin avaruuden R3 tasolla Ai. Tästä seuraa,
että tahko F (Pi) on määritelty kaikilla i ∈ {0, . . . , k′}.
Määritellään kaikilla a ∈ T (K) yksinkertaiset PL-käyrät































kuten solmun Kt määritelmässä, ja määritellään








Säännöllisen varjon ominaisuuden (Pr1) perusteella varjossa pK ei ole sekapis-
teitä, ja solmun Kt määritelmän perusteella kaikilla a ∈ T (K) on voimassa
[Ct(a), Dt(a)] ⊂ Kt. Tämän perusteella kaikilla i ∈ {0, . . . , k′} pätee(
F (Pi) \ Pi
) ∩Kt ⊂ ⋃
a∈T (K)
Pt(a).
Merkitään L = [K(Pt(a)), Pt(a)] ∪ [Pt(a), Bt(a)]. Koska joukot D1(PK , t) ja











) ∩D1(PK , t) = L.
Siten on olemassa sellainen joukon ℘ kolmiosiirtojen jono X0, . . . , Xk, joka
toteuttaa
X0 = Kt ja Xk = D1(PK , t),
ja edelleen sellainen joukon ℘ kolmiosiirtojen jono Y0, . . . , Yl, joka toteuttaa
Y0 = D1(PK , t) ja Yl = D2(PK , t).
Pisteiden At(a) ja Bt(a) määritelmän perusteella pätee
[K(At(a)),K(Bt(a))] ⊂ [vi, vi+1] ⊂ K
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sellaisella i ∈ {0, . . . , k}, joka toteuttaa f(a) 6= i. Tämän perusteella kaikilla
wi ∈W (PK , t) \ {At(a), Pt(a) | a ∈ T (K)} pätee
F (Pi) ∩D2(PK , t) = [wi, wi+1],
F (Pi) ∩D2(PK , t) = [K(wi), wi] ∪ [wi, wi+1],
F (Pi) ∩D2(PK , t) = [wi, wi+1] ∪ [wi+1,K(wi+1)] tai
F (Pi) ∩D2(PK , t) = [K(wi), wi] ∪ [wi, wi+1] ∪ [wi+1,K(wi+1)],
jolloin on olemassa sellainen joukon ℘ kolmiosiirtojen jono Z0, . . . , Zm, joka
toteuttaa
Z0 = D2(PK , t) ja Zm = K.
Lauseen 209 perusteella jonojen X0, . . . , Xk, Y0, . . . , Yl ja Z0, . . . , Zm olemas-
saolon perusteella pätee
[Kt] = [D1(PK , t)] = [D2(PK , t)] = [K].
5.2.4 Solmukaavioiden ekvivalenssi
Määritellään solmukaavioiden ekvivalenssi ja osoitetaan, että solmukaavioiden
ekvivalenssi on positiivinen solmuinvariantti.
Määritelmä 249. Olkoot K = P (v0, . . . , vk) ja K ′ = P (w0, . . . , wk′) sol-
muja. Tällöin solmukaavioita
PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ja P ′K =
(
pK ′, T (K ′),N (K ′),K(K ′), g)
kutsutaan ekvivalenteiksi, jos pätee pK = pK ′, ja lisäksi kaikilla sellaisilla
i ∈ {0, . . . , k} ja j ∈ {0, . . . , k′}, jotka jollakin a ∈ T (K) toteuttavat ehdon
f(a) = i ja g(a) = j pätee seuraavaa: [p(vi), p(vi+1)] ∩ [p(wj), p(wj+1)] on
särmä, joka perii saman suunnistuksen särmältä [p(vi), p(vi+1)] ja särmältä
[p(wj), p(wj+1)].
Lause 250. Olkoot PK ∈ χ(K) ja PK′ ∈ χ(K ′) ekvivalentteja solmukaavioi-
ta. Tällöin pätee [K ′] = [K].
Todistus. Olkoot PK ∈ χ(K) ja PK′ ∈ χ(K ′) ekvivalentteja solmukaavioita.
Tällöin on olemassa sellainen ei-negatiivinen luku s, jolla on voimassa PK ∈
χ(K, s) ja PK′ ∈ χ(K ′, s). Olkoot Ks solmukaaviosta PK saatu solmu ja K ′s
solmukaaviosta PK′ saatu solmu arvolla s. Tällöin, koska solmukaaviot PK
ja PK′ ovat ekvivalentit, niin määritelmän 243 ja määritelmän 246 nojalla
avaruuden R3 osajoukkoina pätee Ks = K ′s, jolloin erityisesti pätee [Ks] =
[K ′s]. Koska lauseen 248 perusteella pätee [Ks] = [K] ja [K ′s] = [K ′], niin
pätee







Kuva 27: Solmukaaviossa PK on neljä Seifertin kierrosta; kolme oranssia
nelikulmiota ja yksi sininen polygoni.
Määritellään kaikilla solmukaavioilla PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈
χ(K) solmukaavion PK Seifertin kierrosten joukko θ(PK) (määritelmä 254,
sivulla 116). Seifertin kierros S(N) ∈ θ(PK) voidaan löytään varjosta pK
seuraavasti: aloitetaan nuolesta N ja seurataan polygonin pK suunnistus-
ta muuten, paitsi että jokaisessa vastaantulevassa risteyksessä a ∈ T (K)
käännytään lähtevän nuolen suuntaan, joko oikealle tai vasemmalle - lopul-
ta päädytään takaisin nuoleen N. Osoitetaan, että Seifertin kierrokset eivät
risteä toisiaan, ja että Seifertin kierros S(N) on yksinkertainen polygoni.
Seifertin kierroksen määritelmän inspiraationa on määritelmä lähteessä [7].
Apulause 251. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) sol-
mun K solmukaavio ja N := [x, y] ∈ N (K) nuoli, jolle on voimassa N ⊂
[p(vi), p(vi+1)]. Tällöin on olemassa yksikäsitteinen nuoli M ∈ N (K), joka
jollakin z ∈ T (K) ∪ K(K) toteuttaa
M := [y, z] ja M * [p(vi), p(vi+1)].
Todistus. Olkoot nuolet NA(a), NB(a), NC(a) ja ND(a) kuten määritelmässä
239 kaikilla varjon pK tuplapisteilla a ∈ T (K). Oletetaan ensin, että on
voimassa y ∈ T (K). Tällöin apulauseen 239 kohdan (c) nojalla, jollakin
a ∈ T (K) pätee
N = NA(a) tai N = NC(a) ja M = NB(a) tai M = ND(a),
toisaalta apulauseen 239 kohdan (b) nojalla jollakin j ∈ {0, . . . , k}, i 6= j,
pätee
NA(a), NB(a) ⊂ [p(vi), p(vi+1)] ja NC(a), ND(a) ⊂ [p(vj), p(vj+1)].
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Jos on voimassa N = NA(a), niin ainoastaan nuolella ND(a) on nuolelta
M vaaditut ominaisuudet. Jos on voimassa N = NC(a), niin ainoastaan
nuolella NB(a) on nuolelta M vaaditut ominaisuudet. Näin ollen nuoli M on
kummassakin tapauksessa yksikäsitteinen. Oletetaan sitten, että on voimassa
y ∈ K(K). Tällöin säännöllisen varjon määritelmän nojalla pätee y = p(vi+1)
ja y /∈ T (K). Näin ollen on olemassa yksikäsitteinen nuoli M := [y, z] ∈
N (K), z ∈ T (K) ∪ K(K), jolle pätee
M ⊂ [p(vi+1), p(vi+2)].
Olkoon solmukaavio PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun
K = P (v0, . . . , vk) solmukaavio. Tällöin lauseen 237 kohdan (a) perusteella
kaikilla N := [x, y] ∈ N (K) on olemassa yksikäsitteinen i ∈ {0, . . . , k}, joka
toteuttaa
N ⊂ [p(vi), p(vi+1)],
ja apulauseen 251 perusteella on tällöin edelleen olemassa yksikäsitteinen
nuoli MN := [y, z] ∈ N (K), joka toteuttaa
MN * [p(vi), p(vi+1)].
Näin ollen voidaan määritellä kuvaus:
Määritelmä 252. Olkoon ρ : N (K)→ N (K), N 7→MN .
Apulause 253. Olkoon K = P (v0, . . . , vk) solmu. Määritelmän 252 kuvaus
ρ : N (K)→ N (K) on bijektio.
Todistus. Koska varjon pK nuolijoukko N (K) on äärellinen, niin kuvauksen
ρ bijektiivisyyden todistamiseksi riittää osoittaa ρ[N (K)] = N (K). Koska
pK on polygoni, niin kaikilla nuolilla N ∈ N (K) on olemassa sellainen nuoli
M ∈ N (K), jolle pätee ρ(M) = N . Näin ollen pätee ρ[N (K)] = N (K).
Bijektiivisyyden perusteella kuvauksella ρ on käänteiskuvaus ρ−1 : N (K)→
N (K), merkitään
ρ0 = id ja ρk = (ρ−1)|k| kaikilla k < 0.
Määritelmä 254 (Seifertin kierros). Olkoot PK ∈ χ(K) solmun K sol-
mukaavio, jonka nuolijoukko on N (K), ja kuvaus ρ : N (K) → N (K), N 7→
MN kuten määritelmässä 252. Tällöin joukkoa
S(N) = ∪{ρn(N) ∈ N (K) | n ∈ Z}
kutsutaan Seifertin kierrokseksi kaikillaN ∈ N (K). Solmukaavion PK Seifertin
kierrosten joukkoa merkitään θ(PK).
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Lauseessa 260 osoitetaan, että jokainen Seifertin kierros on yksinker-
tainen polygoni. Tämän perusteella seuraava lause on mielekäs.
Lause 255. Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun K
solmukaavio. Tällöin kaikilla Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) tahkolle F (S)
pätee kaikilla Seifertin kierroksilla T ∈ θ(PK):
(a) T ⊂ F (S) tai
(b) T ⊂ S ∪ (R2 \ F (S)) .
Todistus. Olkoot nuolet NA(a), NB(a), NC(a) ja ND(a) kuten määritelmässä
239 kaikilla a ∈ T (K). Tällöin kaikilla a ∈ T (K) on olemassa sellaiset
i, j ∈ {0, . . . , k}, joilla pätee
NA(a), NB(a) ⊂ [p(vi), p(vi+1)] ja NC(a), ND(a) ⊂ [p(vj), p(vj+1)].
Olkoon S ∈ θ(PK). Tehdään vastaoletus: on olemassa sellainen Seifertin
kierros T ∈ θ(PK), jolle ei päde kohta (a) eikä kohta (b). Koska on voimassa
F (S) ∩ (S ∪ (R2 \ F (S))) = S, niin vastaoletuksen perusteella pätee
T ∩ (F (S) \ S) 6= ∅ ja T ∩ (R2 \ F (S)) 6= ∅.
Siten on voimassa S 6= T, jolloin erityisesti on olemassa sellainen tuplapiste
a ∈ T (K), jolla pätee
NA(a), NB(a) ⊂ S ja NC(a), ND(a) ⊂ T (53)
tai
NA(a), NB(a) ⊂ T ja NC(a), ND(a) ⊂ S. (54)
Koska on voimassa S 6= T, ja koska Seifertin kierrokset ovat lauseen 260
nojalla yksinkertaisia polygoneja, niin tapauksessa (53) pätee
NA(a), NB(a) ⊂ S ja NC(a), ND(a) * S.
Seifertin kierroksen määritelmän nojalla tämä on ristiriita, koska on voimassa
ρ(NC(a)) = NB(a) ⊂ S.
Vastaavasti saadaan ristiriita tapauksessa (54). Näin ollen pätee kohta (a)
tai kohta (b).
Määritelmä 256. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) sol-
mun K solmukaavio. ja kaikilla a ∈ T (K) pisteet A(a), B(a), C(a) ja D(a)
kuten määritelmässä 243. Olkoot kaikilla a ∈ T (K)
Risteysalue(a) = ]A(a), B(a)[ ∪ ]C(a), D(a)[ ja
Y ksinkertaistus(a) = [A(a), D(a)] ∪ [C(a), B(a)].
5 SOLMUTEORIA 118
Merkitään avaruuden R2 a-keskista t säteistä suljettua kuulaa B(a, t).
Apulause 257. Olkoot PK =
(
pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun
K = P (v0, . . . , vk) solmukaavio ja tK solmukaavion PK risteysetäisyys. Täl-
löin kaikilla a ∈ T (K) pätee:
(a) Y ksinkertaistus(a) ∩ pK = {A(a), B(a), C(a), D(a)},
(b) Y ksinkertaistus(a) ∩ Y ksinkertaistus(a′) = ∅ kaikilla a′ ∈ T (K) \
{a},
(c) [A(a), D(a)] ∩ [C(a), B(a)] = ∅,
(d) Y ksinkertaistus(a) ∩ T (K) = ∅,
(e) T (K) ∩Risteysalue(a) = {a},
(f) B(a, tK) ∩B(a′, tK) = ∅ kaikilla a′ ∈ T (K), a 6= a′ ja
(g) Risteysalue(a) ∩Risteysalue(a′) = ∅ kaikilla a′ ∈ T (K), a 6= a′.
Todistus. Tehdään aluksi muutama kohtia (a)(g) koskeva yhteinen huomio:
Koska suljettu kuula B(a, tK) on konveksi, niin määritelmän 243 perusteella
kaikilla a ∈ T (K) on voimassa
[A(a), D(a)], [C(a), B(a)] ⊂ B(a, tK), (55)
määritelmän 239 kohdan (b) perusteella kaikilla a ∈ T (K) on olemassa sel-
laiset i, j ∈ {0, . . . , k} , i 6= j, joilla pätee
NA(a), NB(a) ⊂ [p(vi), p(vi+1)] ja NC(a), ND(a) ⊂ [p(vj), p(vj+1)] (56)
ja risteysetäisyyden tK määritelmän perusteella kaikilla a ∈ T (K) pätee
Y ksinkertaistus(a) ∩ pK ⊂ NA(a) ∪NB(a) ∪NC(a) ∪ND(a). (57)
Osoitetaan kohdat (a)(g):
(a) Määritelmän 243 nojalla on voimassa a /∈ {A(a), D(a), C(a), D(a)},
A(a), B(a) ∈ NA(a) ∪NB(a) ja C(a), D(a) ∈ NC(a) ∪ND(a),
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ja lisäksi on voimassa(
NA(a) ∪NB(a)
) ∩ (NC(a) ∪ND(a)) = {a}.
Kohdan (56) perusteella pätee siten
A(a), B(a) ∈ [p(vi), p(vi+1)] ja C(a), D(a) /∈ [p(vi), p(vi+1)]
sekä
C(a), D(a) ∈ [p(vj), p(vj+1)] ja A(a), B(a) /∈ [p(vj), p(vj+1)],
jolloin pätee
[A(a), D(a)] ∩ ([p(vi), p(vi+1)] ∪ [p(vj), p(vj+1)]) = {A(a), D(a)}
ja
[B(a), C(a)] ∩ ([p(vi), p(vi+1)] ∪ [p(vj), p(vj+1)]) = {B(a), C(a)}.
Kohta (a) pätee siten kohdan (57) perusteella.
(c) Kaikilla x ∈ {A(a), B(a), C(a), D(a)} pätee dist(a, x) = tK , ja suorille
S([A(a), B(a)]), S([C(a), D(a)]), S([p(vi), p(vi+1)]) ja S([p(vj), p(vj+1)])
pätee
S([A(a), B(a)]) ∩ S([C(a), D(a)]) =
S([p(vi), p(vi+1)]) ∩ S([p(vj), p(vj+1)]) = {a}.
Alkeellisen geometrian avulla tästä seuraa, että suorat S([A(a), D(a)])
ja S([C(a), B(a)]) ovat yhdensuuntaisia eri suoria, jolloin pätee
[A(a), D(a)] ∩ [C(a), B(a)] ⊂ S([A(a), D(a)]) ∩ S([C(a), B(a)]) = ∅.
(d) Risteysetäisyyden tK määritelmän perusteella on voimassa
B(a, tK) ∩ T (K) = {a},
jolloin kohdista (a) ja (55) seuraa kohta (d), koska pätee
a ∈ pK \ {A(a), B(a), C(a), D(a)}.
(f) Huomautuksen 242 perusteella risteysetäisyydelle tK pätee
tK ≤
min{d(a, x) | x ∈ (T (K) \ {a}) ∪ K(K)}
3
,
jolloin erityisesti kaikilla a′ ∈ T (K) \ {a} pätee
B(a, tK) ∩B(a′, tK) = ∅.
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(b) Kohdan (55) perusteella pätee Y ksinkertaistus(a) ⊂ B(a, tK), jolloin
kohdan (f) perusteella kaikilla a′ ∈ T (K) \ {a} pätee
Y ksinkertaistus(a) ∩ Y ksinkertaistus(a′) = ∅.
(e) Kohdan (56) perusteella on olemassa sellainen i ∈ {0, . . . , k}, jolle on
voimassa
NA(a), NB(a) ⊂ [p(vi), p(vi+1)].
Pisteiden A(a), B(a) ∈ pK määritelmän perusteella on voimassa a ∈
]A(a), B(a)[ , jolloin erityisesti pätee a ∈ Risteysalue(a).
(g) Koska pätee
Risteysalue(a) = {A(a), B(a), C(a), D(a)}∪Risteysalue(a) ⊂ B(a, tK),
niin väite (g) seuraa kohdasta (f).
Määritelmä 258. Olkoot K solmu, PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈












Tällöin joukkoa Y (K,A′) kutsutaan solmukaavion PK yksinkertaistukseksi
joukon A′ suhteen.
Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmukaavio ja joukko
Y (K,A′) solmukaavion PK yksinkertaistus joukon A′ ⊂ T (K) suhteen. Täl-
löin joukkoa
V (K,A′) = K(K) ∪ {A(a), B(a), C(a), D(a) | a ∈ A′}
kutsutaan joukon Y (K,A′) kulmapistejoukoksi ja joukkoa
R(K,A′) = T (K) \A′
joukon Y (K,A′) risteysjoukoksi. Erityisesti on olemassa sellainen kokoelma
Pi, i ∈ {0, . . . ,m}, tason R2 polygoneja, että polygonien Pi kulmapistejouk-





Seurauslause 259. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) sol-
mukaavio, Y (K,A′) solmukaavion PK yksinkertaistus joukon A′ ⊂ T (K)
suhteen ja
Pi, i ∈ {0, . . . ,m},
sellainen kokoelma polygoneja, että polygonien kulmapistejoukkojen yhdiste




(a) Tällöin kaikilla i, j ∈ {0, . . . ,m}, i 6= j, pätee Pi ∩ Pj ⊂ R(K,A′).
(b) Kaikilla i ∈ {0, . . . , k} polygoni Pi on yksinkertainen, jos on voimassa
Pi ∩ T (K) = {a} ja Pi ∩ Pj = {a},
jollakin tuplapisteellä a ∈ T (K) ja indeksillä j ∈ {0, . . . ,m}.
Todistus. Väitteet (a) ja (b) seuraavat apulauseen 257 kohdista (a)(e).
Lause 260. Olkoot K solmu, PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) solmun K
solmukaavio ja S ∈ θ(PK) Seifertin kierros. Tällöin S on yksinkertainen
polygoni.
Todistus. Olkoon nuolet NA(a), NB(a), NC(a) ja ND(a) kaikilla a ∈ T (K)
kuten määritelmässä 239 sivulla 108. Tehdään vastaoletus, että Seifertin kier-
ros S ei ole yksinkertainen polygoni.
Kuva 28: Jordanin käyrälauseen avulla saadaan ristiriita.
Tällöin on olemassa sellainen a ∈ T (K), jolle pätee
NA(a), NB(a), NC(a), ND(a) ⊂ S.
Kuvauksen ρ : N (K)→ N (K) määritelmän nojalla tästä seuraa epäyhtälö
min
{
n ∈ N | ρn(NB(a)) = NA(a)} < min{n ∈ N | ρn(NB(a)) = NC(a)} ,
(58)
koska pätee ρ(NC(a)) = NB(a). Olkoot A
′ = T (K) \ {a} ja Y (K,A′) sol-
mukaavion PK yksinkertaistus joukonA′ suhteen. Merkitään joukon Y (K,A′)
kulmapistejoukkoa V (K,A′) ja risteysjoukkoa R(K,A′). Olkoon
Pi = P (v
i
0, . . . , v
i
ki
), i ∈ {0, . . . ,m},
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sellainen kokoelma polygoneja, jolle pätee






Tällöin risteysjoukon R(K,A′) määritelmän perusteella on voimassa
R(K,A′) = T (K) \A′ = {a},
ja koska on voimassa a /∈ A′, niin joukon Y (K,A′) määritelmän nojalla on
voimassa
[A(a), B(a)], [C(a), D(a)] ⊂ Y (K,A′).
Määritelmän 243 nojalla on voimassa
[A(a), B(a)] ⊂ NA(a) ∪NB(a) ja [C(a), D(a)] ⊂ NC(a) ∪ND(a).
Näin ollen kohdasta (59) seuraa kohdan (58) perusteella, että on olemassa
sellainen polygoni Pi, i ∈ {0, . . . ,m}, jolle on voimassa
[A(a), B(a)] ⊂ Pi ja [C(a), D(a)] ∩ Pi = {a}.
Tällöin on myös olemassa sellainen polygoni Pj , j ∈ {0, . . . ,m} jolle on
voimassa Pi 6= Pj , ja jolle pätee
[C(a), D(a)] ⊂ Pj .
Koska pätee R(K,A′) = {a}, niin erityisesti pätee
Pi ∩ Pj = {a}, Pi ∩ T (K) = {a} ja Pj ∩ T (K) = {a},
jolloin lauseen 259 kohdan (b) nojalla tason R2 polygonit Pi ja Pj ovat
yksinkertaisia. Olkoon F (Pi) polygonin Pi rajaama tahko. Tällöin polygonin
Pj pisteille C(a) ja D(a) pätee joko
C(a) ∈ F (Pi) \ Pi ja D(a) ∈ R2 \ F (Pi)
tai
D(a) ∈ F (Pi) \ Pi ja C(a) ∈ R2 \ F (Pi).
Polygonin Pj yksinkertaisuuden nojalla tästä seuraa Jordanin käyrälauseen
perusteella, että on olemassa sellainen x ∈ Pj∩Pi, jolle pätee x 6= a. Lauseen
259 kohdan (a) nojalla tällöin on voimassa x ∈ R(K,A′), mikä on ristiriita,
koska on voimassa R(K,A′) = {a} ja x 6= a.
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5.3.2 Ohituspolygoni
Tässä kappaleessa määritellään kaikilla Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK),
tasoon R2 sisältyvillä vahvoilla Seifertin kierroksen S PLr-ympäristöillä D ∈
PLr(S), joille pätee D ⊂ R2 ja A′ ⊂ T (K) ∩ S, ohituspolygoni P :=
P (S,D,A′), ja osoitetaan, että ohituspolygoni on yksinkertainen tason R2
polygoni. Osoitetaan, että kaikilla Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) on ole-
massa sellainen ohituspolygoni P , että tahkojen F (P ) ja F (S) symmetriselle
erotukselle Sym (F (P ), F (S)) pätee
Sym (F (P ), F (S)) ∩ pK = S.
Olkoon S ∈ θ(PK). Lauseen 260 nojalla S ⊂ R2 on yksinkertainen poly-
goni. Olkoon D :=
⋃
x∈S Ex ∈ PLr(S) vahva tasoon R2 sisältyvä Seifertin
kierroksen S PLr-ympäristö. Tällöin joukko Ex on särmä kaikilla x ∈ S,
pätee
Ex ∩ Ex′ = ∅ (60)
kaikilla x, x′ ∈ S, x 6= x′, ja
Ex ∩ S = {x} (61)
kaikilla x ∈ S. Lisäksi kaikilla x ∈ S on olemassa sellaiset y(x) ∈ F (S) \ S
ja z(x) ∈ R2 \ F (S), jotka toteuttavat
Ex = [y(x), z(x)].
Seifertin kierroksen määritelmästä nähdään, että polygonille S voidaan valita
kulmapistejoukko
V (S) := S ∩ (K(K) ∪ {a,A(a), B(a), C(a), D(a) | a ∈ T (K)}). (62)
Asetetaan
Py :={y(x) | x ∈ S},
Pz :={z(x) | x ∈ S},
V (Py) :={y(x) | x ∈ V (S)} ja
V (Pz) :={z(x) | x ∈ V (S)},
(63)
jolloin lauseesta 174 seuraa PLr-ympäristön määritelmän perusteella, että
Py on joukkoon F (S)\S sisältyvä yksinkertainen polygoni, jolla on kulmapis-
tejoukko V (Py), Pz on joukkoon R2\F (S) sisältyvä yksinkertainen polygoni,
jolla on kulmapistejoukko V (Pz), ja lisäksi on voimassa
∂R2(D) = Py ∪ Pz
ja
Ex ∩ Py = {y(x)} sekä Ex ∩ Pz = {z(x)} kaikilla x ∈ S. (64)
5 SOLMUTEORIA 124
Olkoot kaikilla a ∈ T (K) pisteet A(a), B(a), C(a) ja D(a) kuten määri-
telmässä 243 sivulla 110 ja olkoon
Risteysalue(a) = ]A(a), B(a)[ ∪ ]C(a), D(a)[ .
Seifertin kierroksen määritelmän nojalla kaikilla a ∈ T (K) ∩ S pätee joko
S ∩Risteysalue(a) = ]A(a), a] ∪ [a,D(a)[ ja
S ∩ {A(a), B(a), C(a), D(a)} = {A(a), D(a)}
tai
S ∩Risteysalue(a) = ]B(a), a] ∪ [a,C(a)[ ja
S ∩ {A(a), B(a), C(a), D(a)} = {B(a), C(a)}.
Määritelmä 261. Olkoot kaikilla a ∈ T (K) ∩ S(N)
Umpikuja(a) ={y(x) | x ∈ S ∩Risteysalue(a)} ja
Kiertotie(a) ={z(x) | x ∈ S ∩Risteysalue(a)}∪( ∪ {Ex | x ∈ S ∩ {A(a), B(a), C(a), D(a)}})





Määritelmä 262. Olkoot S ∈ θ(PK) Seifertin kierros,D ∈ PLr(S) Seifertin




Py \ {Umpikuja(a) | a ∈ A′}
) ∪ {Kiertotie(a) | a ∈ A′}
kutsutaan ohituspolygoniksi, kun polygoni Py ja kaikilla a ∈ A′ joukot
Umpikuja(a) ja Kiertotie(a) ovat kuten yllä.
Lause 263. Olkoon P := P (S,D,A′) ohituspolygoni. Tällöin polygoni P on
yksinkertainen.
Todistus. Merkitään AS := T (K) ∩ S, ja kaikilla a ∈ AS
Q(a) = {A(a), C(a)} ∩ S ja W (a) = {B(a), D(a)} ∩ S.
Seifertin kierroksen määritelmän nojalla kaikilla a ∈ AS pätee joko
Q(a) = A(a) ja W (a) = D(a) tai Q(a) = B(a) ja W (a) = C(a),
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Kuva 29: Seifertin kierroksen S (viininpunainen), Seifertin kierroksen S vah-
van PLr-ympäristön (harmaa) D ja yksiön {a} (punainen) määräämä ohi-
tuspolygoni P (S,D, {a}) (sininen).





S ∩Risteysalue(a) = α(Q(a), a,W (a)) \ {Q(a),W (a)}.
Olkoot joukot Kiertotie(a) ja Umpikuja(a) kaikilla a ∈ AS kuten määri-
telmässä 261 ja polygoni Py kuten kohdassa (63). Tällöin kohdan (60) pe-
rusteella kaikilla a ∈ AS joukot Kiertotie(a) ja Umpikuja(a) ovat sellaisia

















































= Kiertotie(a) ∩ Umpikuja(a) = Kiertotie(a) ∩ Py.
Sen perusteella, että polygoni Py on yksinkertainen ja pätee Umpikuja(a) ⊂
Py kaikilla a ∈ AS , niin riittää ohituspolygonin määritelmän perusteella
osoittaa, että kaikilla a, a′ ∈ AS , a 6= a′, pätee
Umpikuja(a) ∩ Umpikuja(a′) = ∅ ja Kiertotie(a) ∩Kiertotie(a′) = ∅.
(65)
Lauseen 256 kohdan (g) perusteella kaikilla tuplapisteillä a, a′ ∈ T (K), a′ 6=
a, pätee
Risteysalue(a) ∩Risteysalue(a′) = ∅.
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Näin ollen kaikilla a, a′ ∈ AS , a 6= a′, pätee ominaisuuden (60) perusteella(
∪{Ex | x ∈ S ∩Risteysalue(a)})∩(
∪{Ex | x ∈ S ∩Risteysalue(a′)}) = ∅. (66)
Määritelmän 261 perusteella kaikilla a ∈ AS on voimassa
Kiertotie(a), Umpikuja(a) ⊂ ∪{Ex | x ∈ S ∩Risteysalue(a)}.
Siten pätee kohta (65), ja näin ollen ohituspolygoni P := P (S,D,A′) on
yksinkertainen.
Seuraavissa apulauseissa esitellään ohituspolygonin ominaisuuksia:
Kuva 30: Kuvassa sininen polygoni P := P (S,D,A′) on viininpunaisen
Seifertin kierroksen S ∈ θ(PK) ohituspolygoni. Ohituspolygoniin P sisäl-
tyvät säännöllisen varjon kulmapistejoukon K(K) pisteet ovat kuvassa vihre-
itä ja tuplapistejoukon T (K) pisteet oransseja. Siniset, oranssit ja vihreät
pisteet muodostavat kuvassa Seifertin kierroksen S kulmapistejoukon ja
punaiset pisteet ohituspolygonin P kulmapistejoukon.
Apulause 264. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) solmun K sol-
mukaavio, S ∈ θ(PK) Seifertin kierros ja P := P (S,D,A′) ohituspolygoni.
Tällöin säännöllisen varjon pK tuplapistejoukolla T (K) ja kulmapistejoukol-
la K(K) pätee P ∩ S ∩ (K(K) ∪ T (K)) = ∅.
Todistus. Oletetaan, että joukko S ∩ P on epätyhjä ja x ∈ S ∩ P. Täl-
löin ohituspolygonin määritelmän ja kohdan (61) perusteella pätee x ∈
{A(a), B(a), C(a), D(a)} jollakin a ∈ A′, jolloin määritelmän 243 perusteella
pätee x /∈ T (K) ∪ K(K).
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Apulause 265. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) solmun K sol-
mukaavio, S := S(N) ∈ θ(PK) nuolen N ∈ N (K) virittämä Seifertin kier-
ros ja P := P (S,D,A′) ohituspolygoni. Tällöin on olemassa polygonin P
kulmapistejoukko V (P ) ja särmä [c, d] ⊂ N, joille pätee
S ∩ V (P ) = ∅ ja
⋃
x∈[c,d]
[y(x), z(x)] ∩ V (P ) = ∅.
Todistus. Merkitään kaikilla a ∈ AS
Q(a) = {A(a), C(a)} ∩ S ja W (a) = {B(a), D(a)} ∩ S.
Olkoon V (S) Seifertin kierroksen S kulmapistejoukko kuten kohdassa (62),
ja olkoot polygonit Py ja Pz sekä kulmapistejoukot V (Py) ja V (Pz) kuten
kohdassa (63). Tällöin pätee
(
Py ∪ Pz
) ∩ S = ∅. Asetetaan
V (P ) :={y(x) | x ∈ V (S) \A′}∪
{z(x) | x ∈ {a,Q(a),W (a) | a ∈ A′}}.
Tällöin pätee V (P ) ⊂ V (Py)∪V (Pz) ⊂ Py∪Pz, ja näin ollen pätee erityisesti
V (P ) ∩ S ⊂ (Py ∪ Pz) ∩ S = ∅.
Joukko V (P ) on ohituspolygonin P kulmapistejoukko, koska kaikilla x ∈ S
joukko Ex on särmä. Lisäksi joukon V (S) äärellisyydestä seuraa, että on
olemassa sellainen särmä [c, d] ⊂ N, jolle pätee⋃
x∈[c,d]
[y(x), z(x)] ∩ V (P (S,D,A′)) = ∅.
Edellisen lauseen perusteella Seifertin kierroksen S ∈ θ(PK) ohituspoly-
goni P on yksinkertainen polygoni tasossa R2, jolloin ohituspolygoni erityis-
esti rajaa tahkon F (P ) ⊂ R2. Merkitään
Sym (F (P ), F (S)) = (F (P ) \ F (S)) ∪ (F (S) \ F (P )) .
Apulause 266. Olkoon P Seifertin kierroksen S ∈ θ(PK) ohituspolygoni.
Tällöin pätee:
Sym (F (P ), F (S)) =( ∪ {[x, z(x)] | x ∈ S ∩Risteysalue(A′)})∪( ∪ {[x, y(x)] | x ∈ S \Risteysalue(A′)}),
Sym (F (P ), F (S)) ∩ (R2 \ F (S) ∪ S) =
∪ {[x, z(x)] | x ∈ S ∩Risteysalue(A′)} ja
Sym (F (P ), F (S)) ∩ F (S) =
∪ {[x, y(x)] | x ∈ S \Risteysalue(A′)}.
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Todistus. Koska Seifertin kierros S on yksinkertainen polygoni ja lisäksi
kaikilla x ∈ S pätee
y(x) ∈ F (S) \ S, z(x) ∈ R2 \ F (S) sekä S ∩ [y(x), z(x)] = {x},
niin yhtälöt seuraavat Jordanin käyrälauseen perusteella ohituspolygonin
määritelmästä.
Apulause 267. Olkoon S ∈ θ(PK) Seifertin kierros ja P := P (S,D,A′)
sellainen Seifertin kierroksen S ohituspolygoni, jolla joukko A′ ⊂ T (K) ∩ S
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ja jotka toteuttavat ehdot:
(i) PL-käyrän αj kulmapistejonon määräämä suunnistus on sama kuin
polygonilta S peritty kaikilla j ∈ {1, . . . , n},
PL-käyrän βj kulmapistejonon määräämä suunnistus on sama kuin
polygonilta P peritty kaikilla j ∈ {1, . . . , n},
(ii) αj ∩ αj+1 = {ajnj} = {aj+10 } = {bjmj} = {bj+10 } = βj ∩ βj+1 kaikilla
j ∈ {1, . . . , n},
(iii) P ∩ S = {aj0 | 0 ≤ j ≤ n},
(iv) αj ⊂ F (P ) ja βj ⊂ R2 \
(
F (S) \ S) kaikilla parillisilla j ∈ {0, . . . , n} ja
(v) βj ⊂ F (S) ja αj ⊂ R2 \
(
F (P ) \P ) kaikilla parittomilla j ∈ {0, . . . , n}.
Todistus. Ohituspolygonin määritelmän perusteella pätee
P ∩ S = {A(a), B(a), C(a), D(a) | a ∈ A′} ∩ S,
jolloin joukon T (K) äärellisyydestä seuraa joukon P ∩ S äärellisyys, koska
on voimassa A′ ⊂ T (K). Koska joukko A′ on oletuksen perusteella epätyhjä,
ja polygonit P ja S ovat yksinkertaisia, niin pätee |P ∩ S| = n jollakin ei-
negatiivisella parillisella luonnollisella luvulla. Koska polygoni S on yksinker-
tainen, niin joukolla P∩S on polygonin S suunnistuksen kanssa yhteensopiva
indeksöinti
P ∩ S = {c0, . . . , cn−1},
ja erityisesti ohituspolygonille P voidaan valita sellainen suunnistus, jossa
joukon |P ∩ S| pisteet esiintyvät järjestyksessä
cn−1, . . . , c0.
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mj ), j ∈ {1, . . . , n},
joille pätee kohdat (i)(v).
Apulause 268. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun
K solmukaavio, S := S(N) ∈ θ(PK) nuolen N ∈ N (K) virittämä Seifertin
kierros, A′ ⊂ T (K) ∩ S osajoukko ja P := P (S(N), D,A′) ohituspolygoni.
Tällöin on olemassa sellaiset pisteet c, d ∈ N, että polygoni
Pq := P (c, d, q(d), q(c))
on jollakin q ∈ {x, y} sellainen tason R2 yksinkertainen polygoni, jonka ra-
joittama tahko F (Qq) on konveksi nelikulmio, jolle pätee:
(i) F (Pq) ⊂ Sym (F (P ), F (S)),
(ii) F (Pq) ∩ S = Pq ∩ S = [c, d] ja F (Pq) ∩ P = Pq ∩ P = [q(d), q(c)],
(iii) F (Pq) ∩ P ∩ S = ∅ sekä F (Pq) ∩ S ∩ (T (K) ∪ K(K)) = ∅, ja lisäksi
ohituspolygonilla P on sellainen kulmapistejono V (P ), jolle pätee
F (Pq) ∩ V (P ) = ∅.
Todistus. Väite pätee PLr-ympäristön määritelmän, apulauseiden 266 ja 265
perusteella, koska nuolijoukon N (K) määritelmän perusteella N on särmä.
Seuraavaksi osoitetaan, että kaikilla Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) on
olemassa sellainen ohituspolygoni P := P (S,D,A′), jolle pätee
Sym (F (P ), F (S)) ∩ pK = S.
Todistetaan sitä varten ensin apulauseet 269 ja 270.
Apulause 269. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun
K solmukaavio ja S ∈ θ(PK) Seifertin kierros. Tällöin on olemassa sellainen
s > 0, että kaikilla tasoon R2 sisältyvillä Seifertin kierroksen S vahvoilla
PLs-ympäristöillä D :=
⋃
x∈S Ex ∈ PLs(S) pätee:
(i) ∪{Ex | x ∈ S ∩ Risteysalue(a)} ∩ pK ⊂ Risteysalue(a) kaikilla a ∈
T (K) ∩ S ja
(ii) Ex ∩ pK = {x} kaikilla x ∈ S \Risteysalue(AS).
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Todistus. Lauseen 58 perusteella kompakteilla erillisillä joukoilla on aidosti
positiivinen etäisyys. Solmukaavion PK Seifertin kierrosten joukon θ(PK)
määritelmän perusteella solmun varjolle pK pätee pK = ∪θ(PK), Seifertin
kierrosten yksinkertaisuuden perusteella joukko ∪(θ(PK)\{S}) on kompakti,
ja tuplapistejoukon T (K) määritelmän perusteella pätee
S ∩ ( ∪ (θ(PK) \ {S})) = S ∩ T (K).
Näin ollen joukot
S \Risteysalue(T (K) ∩ S) ja ∪ (θ(PK) \ {S})
ovat määritelmän 261 perusteella erillisiä ja kompakteja, jolloin luku
r1 := dist
(
S \Risteysalue(T (K) ∩ S), ∪(θ(PK) \ {S}))
on ei-negatiivinen. Kaikilla a ∈ T (K) ∩ S joukot
Risteysalue(a) ∩ S ja ∪ (θ(PK) \ {S}) \Risteysalue(a)




Risteysalue(a) ∩ S, ∪(θ(PK) \ {S}) \Risteysalue(a))
on ei-negatiivinen. Erityisesti solmukaavion tuplapistejoukon T (K) äärel-
lisyyden perusteella luvulle
r2 := min{r1, ra | a ∈ T (K) ∩ S}
pätee siten r2 > 0.
Lauseen 175 perusteella on olemassa sellainen r0 ∈ R, että Seifertin kier-
roksella S on kaikilla r ∈ ]0, r0[ vahva tasoon R2 sisältyvä PLr-ympäristö
Dr ∈ PLr(S). Lauseen 161 perusteella PLr-ympäristölle Dr :=
⋃
x∈S Ex ∈
PLr(S) pätee kaikilla x ∈ S ja y ∈ Ex
Ex ∩ S = {x} ja d(x, y) ≤ r.
Näin ollen PLr-ympäristöllä Dr ∈ PLr(S) on kaikilla r ∈ ]0,min{r0r2}[
ominaisuudet (i) ja (ii).
Merkitään kaikilla Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK)
AS = T (K) ∩ S,
AyS = {a ∈ AS | Risteysalue(a) ⊂ F (S)} ja
AzS = {a ∈ AS | Risteysalue(a) ⊂ R2 \ (F (S) \ S)}.
Apulause 270. Olkoot joukot AyS ja A
z
S kuten yllä. Tällöin pätee
AyS ∪AzS = AS ja AyS ∩AzS = ∅.
5 SOLMUTEORIA 131
Todistus. Kaikilla tuplapisteillä a ∈ AS on olemassa sellainen Seifertin kier-
ros T ∈ θ(PK), jolle on voimassa Risteysalue(a)\S ⊂ T. Lauseen 255 nojalla
on voimassa
T ⊂ R2 \ (F (S) \ S) tai T ⊂ F (S),
mikä todistaa väitteen.
Apulause 271. Olkoot PK ∈ χ(K) solmun K solmukaavio, S ∈ θ(PK)
Seifertin kierros ja joukko AyS kuten yllä. Tällöin pätee A
y
S 6= ∅, jos jollakin
T ∈ θ(PK) \ {S} pätee T ⊂ F (S).
Todistus. Solmun säännöllinen varjo pK on polygoni, jolloin väite seuraa
lauseesta 255.
Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun K solmukaa-
vio, S ∈ θ(PK) Seifertin kierros ja P := P (S,D,AyS) sellainen Seifertin






(i) ∪{Ex | x ∈ S ∩Risteysalue(a)} ∩ pK ⊂ Risteysalue(a)
kaikilla a ∈ AS ja






Sym(F (P ), F (S)) =
(
F (P ) \ F (S)) ∪ (F (S) \ F (P )),
missä F (P ), F (S) ⊂ R2 ovat yksinkertaisten polygonien P ja S rajaamat
tahkot.
Lause 272. Olkoot joukot S ∈ θ(PK), P , Sym(F (P ), F (S)) ja pK kuten
yllä. Tällöin pätee
Sym(F (P ), F (S)) ∩ pK = S.
Todistus. Seuraa apulauseesta 266 joukkojen AyS ja A
z
S määritelmän perus-
teella, koska apulauseen 270 perusteella pätee
(T (K) ∩ S) \AyS = AzS .
Seurauslause 273. Olkoot PK ∈ χ(K) solmun K solmukaavio ja S ∈
θ(PK) Seifertin kierros. Tällöin on olemassa sellainen Seifertin kierroksen S
ohituspolygoni P , jolle pätee
Sym (F (P ), F (S)) ∩ pK = S.
Todistus. Seuraa lauseista 269 ja 272.
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5.3.3 Seifertin kierroksen jäljittäjä
Tässä kappaleessa määritellään Seifertin kierroksen jäljittäjä1 ja todistetaan,
että jokaisella Seifertin kierroksella on jäljittäjä. Jäljittäjän määritelmän in-
spiraationa on käytetty lähteessä [9] olevaa kuvaa.
Kuva 31: Solmun K ∈ 76 solmukaavion PK Seifertin kierroksen (sininen)
eräs jäljittajä (punainen).
Joukkojen A ⊂ R3 ja B ⊂ R3 symmetristä erotusta (A \ B) ∪ (B \ A)
merkitään Sym(A,B) kaikilla A,B ⊂ R3.
Määritelmä 274 (Jäljittäjä). Olkoot PK := (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈
χ(K) solmun K solmukaavio ja S ∈ θ(PK) Seifertin kierros. Tällöin polygo-
nia P = P (w0, . . . , wk) ⊂ R2 kutsutaan Seifertin kierroksen S jäljittäjäksi,
jos polygoni P toteuttaa ehdot:
(J1) P = P (w0, . . . , wk) on sellainen yksinkertainen polygoni, jolle kaikilla
i ∈ {0, . . . , k} pätee wi ∈ R2 \ pK,
(J2) Sym(F (P ), F (S)) ∩ pK = S,
(J3) P ∩ (T (K) ∪ K(K)) = ∅,
(J4) on olemassa sellaiset yksinkertaiset PL-käyrät
αj = α(a
j
0, . . . , a
j
nj ) ja βj = α(b
j
0, . . . , b
j









ja jotka toteuttavat ehdot:
(i) PL-käyrän αj kulmapistejonon määräämä suunnistus on sama kuin
polygonilta S peritty ja PL-käyrän βj kulmapistejonon määräämä
suunnistus sama kuin polygonilta P peritty kaikilla j ∈ {0, . . . , n},
1Eng. tracer [9]
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(ii) αj ∩ αj+1 = {ajnj} = {aj+10 } = {bjmj} = {bj+10 } = βj ∩ βj+1 kaikilla
j ∈ {1, . . . , n},
(iii) P ∩ S = {aj0 | 0 ≤ j ≤ n},
(iv) αj ⊂ F (P ) ja βj ⊂ R2 \
(
F (S)\S) kaikilla parillisilla j ∈ {0, . . . , n}
ja
(v) βj ⊂ F (S) ja αj ⊂ R2\
(
F (P )\P ) kaikilla parittomilla j ∈ {0, . . . , n}.
ja
(J5) on olemassa sellainen yksinkertainen polygoni Q := P (a, b, c, d) ⊂ R2,
leikkauspolygoni, että polygonin Q rajaama tahko F (Q) ⊂ R2 on sel-
lainen konveksi nelikulmio, joka toteuttaa ehdot:
(i) F (Q) ⊂ Sym (F (P ), F (S)),
(ii) F (Q) ∩ pK = [a, b] sekä F (Q) ∩ P = [c, d] ja
(iii) F (Q) ∩ (T (K) ∪ K(K) ∪ {wi | i ∈ {0, . . . , k}}) = ∅.
Huomautus 275. Olkoon P Seifertin kierroksen S jäljittäjä. Tällöin jäljit-
täjän määritelmän kohdan (J4) perusteella pätee
∂R2Sym (F (P ), F (S)) = S ∪ P.
Olkoot Pj := αj∪βj jokaisella j ∈ {0, . . . , n}, kun kokoelma αj ja βj , j ∈
{0, . . . , n}, todistaa jäljittäjälle P ominaisuuden (J4). Tällöin Pj on tason
yksinkertainen polygoni, ja kun merkitään sen rajaamaa tahkoa F (Pj), niin
joukko F (Pj)\Pj on joukon Sym (F (P ), F (S))\
(
S ∪P ) polkukomponentti.
Erityisesti pätee




Lause 276. Olkoot K solmu ja PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) solmun
K solmukaavio. Tällöin Seifertin kierroksella S ∈ θ(PK) on olemassa jäljit-
täjä, jos jollakin Seifertin kierroksella T ∈ θ(PK) \ {S} pätee T ⊂ F (S).
Todistus. Oletuksen nojalla on olemassa sellainen Seifertin kierros T ∈ θ(PK)\
{S}, jolle pätee T ⊂ F (S). Tästä seuraa apulauseiden 271, 269 ja 272 perus-
teella, että ohituspolygoni P := P (S,D,A′) toteuttaa ehdon (J2), jollakin
epätyhjällä osajoukolla A′ ⊂ T (K) ∩ S ja Seifertin kierroksen S vahvalla
PLr-ympäristöllä D. Ominaisuuden (J2) perusteella pätee
P ∩ pK ⊂ P ∩ S,
jolloin ohituspolygoni P toteuttaa lauseen 264 perusteella ehdot (J1) ja (J3).
Lauseen 267 perusteella polygoni P toteuttaa ehdon (J4), ja koska on voimas-
sa A′ 6= ∅, niin lauseen 268 perusteella polygonin P toteuttaa ehdon (J5).




Tässä kappaleessa määritellään solmukaavioiden erikoistapaus - ruutukaavio
- ja osoitetaan ruutukaavion olemassaolo kaikilla solmuilla [K].
Kuva 32: Solmun 76 ruutukaavio. Seifertin kierrokset väritetty kuvaan poly-
gonin suunnistuksen mukaan.
Olkoot PK ∈ χ(K) solmunK solmukaavio ja θ(PK) kaikkien solmukaavion
PK Seifertin kierrosten joukko. Lauseen 260 nojalla Seifertin kierros on tason
R2 yksinkertainen polygoni, joten erityisesti tahko F (S) on määritelty kaikil-
la S ∈ θ(PK).
Määritelmä 277. Olkoot PK ∈ χ(K) solmukaavio ja θ(PK) kaikkien sol-
mukaavion PK Seifertin kierrosten joukko. Määritellään joukon θ(PK) ositus
asettamalla
I(PK) = {S ∈ θ(PK) | (F (S) \ S) ∩ T = ∅ kaikilla T ∈ θ(PK)} ja
II(PK) = {S ∈ θ(PK) | S /∈ I(PK)}.
Määritelmä 278 (Ruutukaavio). Olkoot PK ∈ χ(K) solmukaavio ja θ(PK)
kaikkien solmukaavion PK Seifertin kierrosten joukko. Tällöin solmukaaviota
PK kutsutaan ruutukaavioksi, jos pätee
I(PK) = θ(PK).
Määritelmä 279. Olkoot PK ∈ χ(K) solmukaavio, S ∈ θ(PK) Seifertin
kierros, P = P (w0, . . . , wk) Seifertin kierroksen S jäljittäjä ja leikkauspoly-




pK \ ]a, b[ ) ∪ (P \ ]c, d[ ) ∪ ([b, c] ∪ [d, a])
on saatu muokkaamalla solmukaaviota PK jäljittäjällä P ja leikkauspolygo-
nilla Q.
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Kuva 33: Muokkaamalla solmun K ∈ 76 solmukaaviota PK jäljittäjällä P
(punainen) ja polygonilla Q (vihreä) saadaan polygoni pK∗(P,Q).
Lause 280. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmun K =
P (v0, . . . , vk) solmukaavio ja polygoni pK
∗(P,Q) saatu muokkaamalla sol-
mukaaviota PK Seifertin kierroksen S ∈ θ(PK) jäljittäjällä P = P (w0, . . . , wl)
ja leikkauspolygonilla Q := P (a, b, c, d). Tällöin on olemassa solmu K ′ ∈ [K],
jolla on olemassa sellainen säännöllinen varjo pK ′, jolle pätee
pK ′ = pK∗(P,Q).
Todistus. Olkoon E ⊂ R3 sellainen tason R2 suuntainen taso, että solmu K
on tasojen R2 ja E välissä ja taso E toteuttaa K ∩E = ∅. Olkoon p : R3 →
R2 projektiokuvaus kuten säännöllisen varjon määritelmässä. Olkoot pisteet
K ′(a),K ′(b),K ′(c) jaK ′(d) ja joukot PE , P1 ja P2 sellaisia, jotka toteuttavat
PE = E ∩ p−1[P ]
{K ′(a)} = p−1{a} ∩K
{K ′(b)} = p−1{b} ∩K,
{K ′(c)} = p−1{c} ∩ PE ,
{K ′(d)} = p−1{d} ∩ PE ,
P1 = P (K
′(a),K ′(b),K ′(c)) ja
P2 = P (K
′(a),K ′(c),K ′(d)).
Tällöin PE on yksinkertainen polygoni, koska jäljittäjän ominaisuuden (J1)
perusteella jäljittäjä P on yksinkertainen polygoni, pisteetK ′(a),K ′(b),K ′(c)
ja K ′(d) ovat hyvinmääriteltyjä, koska leikkauspolygonin Q ominaisuuden
(iii) perusteella pätee {a, b} ∩ T (K) ⊂ F (Q) ∩ T (K) = ∅, ja polygonien P1
ja P2 rajaamille tahkoille F (P1) ja F (P2) pätee
p[F (P1)] = F (P (a, b, c)) ja p[F (P2)] = F (P (a, c, d)),
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koska kuvaus p on projektio. Leikkauspolygonin Q rajaama tahko F (Q) :=
F (P (a, b, c, d)) on määritelmän perusteella konveksi nelikulmio, joten erityi-
sesti pätee
F (P1), F (P2) ⊂ F (Q).
Leikkauspolygonin ominaisuuden (ii) perusteella saadaan
F (P1) ∩ pK = F (Q) ∩ pK = [a, b],
koska [a, b] ⊂ F (P1), jolloin pätee
F (P1) ∩K = [K ′(a),K ′(b)].
Lauseen 208 perusteella pätee näin ollen [K] = [K0], kun määritellään
K0 :=
(
K \ ]K ′(a),K ′(b)[ ) ∪ [K ′(b),K ′(c)] ∪ [K ′(c),K ′(a)],
ja lisäksi pätee
K0 ∩ F (P2) = [K ′(c),K ′(a)],
jolloin lauseen 208 perusteella pätee [K0] = [K1], kun määritellään
K1 :=
(
K0 \ ]K ′(c),K ′(a)[
) ∪ [K ′(a),K ′(d)] ∪ [K ′(d),K ′(c)].
Koska polygoni PE ⊂ E on yksinkertainen, niin polygoni PE rajoittaa tahkon
F (PE) ⊂ E. Koska tasolle E pätee K ∩E = ∅, niin myös joukko K ∩F (PE)
on tyhjä, jolloin pätee
K1 ∩ E = [K ′(d),K ′(c)] ⊂ PE .
Lauseen 215 perusteella on olemassa sellainen joukon ℘ kolmiosiirtojen jono
X0, . . . , Xm, jolle pätee X0 = K1 ja Xm = K ′, kun määritellään
K ′ :=
(
K1 \ ]K ′(d),K ′(c))[
) ∪ (PE \ ]K ′(d),K ′(c)[ ) .
Kolmiosiirtojen jonon olemassaolon perusteella pätee [K ′] = [K], ja solmun
K ′ määritelmän perusteella pätee pK ′ = pK∗(P,Q). Erityisesti solmulle K ′
voidaan valita sellainen suunnistus, että polygonien K ja K ′ suunnistuk-
set ovat yhtenevät, jolloin myös polygonien pK ja pK ′ suunnistukset ovat
yhtenevät.
Jäljittäjällä P on kulmapistejoukko V (P ) := {wi | i ∈ {0, . . . , l}}, jolle
leikkauspolygonin ominaisuuden (iii) perusteella pätee V (P ) ∩ F (Q) = ∅.
Tämän perusteella yksinkertaisella PL-käyrällä PE \ ]K ′(d),K ′(c)[ on kul-
mapistejono (a0, . . . , an), jolle pätee
{a0} = K ′(d)
{ai | i ∈ {1, . . . , n− 1}} = p−1[V (P )] ∩ E sekä
{an} = K ′(c).
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Leikkauspolygonin ominaisuuden (c) perusteella pätee F (Q) ∩ K(K) = ∅,
jolloin
V (K ′) :={vi | i ∈ {0, . . . , k}} ∪ {ai | i ∈ {1, . . . , n− 1}}∪
{K ′(a),K ′(b),K ′(c),K ′(d)}
on solmun K ′ kulmapistejoukko, jolle pätee
p[V (K ′)] = K(K) ∪ V (P ) ∪ {a, b, c, d}. (67)
Osoitetaan, että solmun K ′ kulmapistejoukolla V (K ′) polygoni pK ′ on sol-
mun K ′ säännöllinen varjo. Merkitään α := (P \ ]c, d[ )∪ [b, c]∪ [d, a]. Tällöin
α on yksinkertainen PL-käyrä, jolle pätee pK ′ = (pK \ [a, b])∪α. Osoitetaan
solmun ominaisuudet (Pr1)(Pr3):
Pr1: Jäljittäjän ominaisuuden (J5) perusteella saadaan
T (K) ∩ ([b, c] ∪ [d, a]) ⊂ T (K) ∩ F (Q) = ∅,
jolloin jäljittäjän ominaisuuden (J2) perusteella pätee
T (K) ∩ (pK \ [a, b]) ∩ α ⊂ T (K) ∩ P = ∅.
Tästä seuraa, että varjolla pK ′ on ominaisuus (Pr1), koska α on yksinker-
tainen PL-käyrä, ja koska varjolla pK on oletuksen perusteella ominaisu-
us (Pr1).
Pr2: Varjon pK ′ ominaisuuden (Pr1) perusteella
T (K ′) := T (K) ∪ ((pK \ [a, b]) ∩ α)
on varjon pK ′ tuplapisteiden joukko. Jäljittäjän ominaisuuden (J1) sekä
leikkauspolygonin Q ominaisuuden (ii) perusteella pätee
(pK \ [a, b]) ∩ α = pK ∩ P = S ∩ P,
ja jäljittäjän ominaisuudesta (J4) seuraa, että joukko S∩P on äärellinen.
Näin ollen säännöllisen varjon pK ominaisuudesta (Pr2) seuraa joukon
T (K ′) äärellisyys. Siten varjolla pK ′ on ominaisuus (Pr2).
Pr3: Osoitetaan, että pätee T (K ′) ∩ p[V (K ′)] = ∅. Kohdan (67) perusteella
pätee
p[V (K ′)] = K(K) ∪ V (P ) ∪ {a, b, c, d}.
Leikkauspolygonin Q ominaisuuden (iii) perusteella pätee
{a, b, c, d} ∩ T (K ′) = ({a, b, c, d} ∩ T (K)) ∪ ({a, b, c, d} ∩ S ∩ P )
⊂ (F (Q) ∩ T (K)) ∪ (F (Q) ∩ S ∩ P ) = ∅.
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Jäljittäjän ominaisuuden (J1) perusteella pätee V (P ) ∩ pK = ∅, joten
pätee
V (P ) ∩ T (K ′) = (V (P ) ∩ T (K)) ∪ (V (P ) ∩ S ∩ P )
⊂ V (P ) ∩ pK = ∅,
koska on voimassa T (K), S ⊂ pK. Oletuksen perusteella pätee K(K) ∩
T (K) = ∅, ja jäljittäjän ominaisuuden (J3) perusteella pätee P ∩
K(K) = ∅. Näin ollen pätee
K(K) ∩ T (K ′) = (K(K) ∩ T (K)) ∪ (K(K) ∩ S ∩ P )
⊂ (K(K) ∩ T (K)) ∪ (K(K) ∩ P ) = ∅.
Näin ollen pätee K(K ′) ∩ T (K ′) = ∅, koska kulmapistejoukon K(K ′)
määritelmän perusteella pätee p[V (K ′)] = K(K ′).
Lause 281. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) solmukaavio,
S(N) ∈ II(PK), P Seifertin kierroksen S ∈ θ(PK) jäljittäjä ja polygoni
pK∗(P,Q) saatu muokkaamalla solmukaaviota PK jäljittäjällä P ja leikkaus-
polygonilla Q. Tällöin solmukaaviolle
PK′ = (pK
∗(P,Q), T (K ′),N (K ′),K(K ′), g) ∈ χ(K ′)
pätee
|II(PK)| < |II(PK′)|.
Todistus. Polygonin pK∗(P,Q) määritelmän perusteella on voimassa
pK∗(P,Q) = (pK \ ]a, b[ ) ∪ (P \ ]c, d[ ) ∪ [d, a] ∪ [b, c],
missä Q := P (a, b, c, d) on yksinkertainen polygoni, jolle pätee




0, . . . , a
j
nj ) ja βj = α(b
j
0, . . . , b
j
mj ), j ∈ {1, . . . , n},
sellainen kokoelma yksinkertaisia PL-käyriä, joka todistaa jäljittäjälle P om-
inaisuuden (J4).
Tällöin ominaisuuksien (i)(v) perusteella pätee Pj := αj ∪ βj ∈ θ(PK′)
kaikilla sellaisilla j ∈ {0, . . . , n}, joilla joukko Pj ∩Q on tyhjä, ja lisäksi koh-
dan (68) perusteella on olemassa yksikäsitteinen i ∈ {0, . . . , n}, jolla joukko
Pi∩Q on epätyhjä. Tällä indeksillä i ∈ {0, . . . , n} joukko Pi \ ([a, b]∪ [c, d])∪
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([d, a]∪ [b, c]) on (ii) seurauksena yhdiste kahdesta erillisestä yksinkertaisesta
polygonista P 1i ja P
2
i , joille kohtien (i)(v) perusteella pätee
P 1i , P
2
i ∈ θ(PK′).
Jos nuoli M ∈ N (K ′) on sellainen, jolla nuolen M virittämälle Seifertin
kierrokselle T := S(M) pätee T ∈ θ(PK′)\ θ(PK), niin polygonin pK∗(P,Q)
määritelmän perusteella pätee
M ⊂ (S \ ]a, b[ ) ∪ (P \ ]c, d[ ) ∪ [d, a] ∪ [b, c],
jolloin erityisesti pätee
T = P 1i , T = P
2
i tai T = Pj jollakin j ∈ {0, . . . , n} \ {i}.
Koska on voimassa F (P 1i ), F (P
2
i ) ⊂ F (Pi), ja koska ominaisuuden (vi) pe-
rusteella on voimassa
F (Pj) ⊂ Sym (F (P ), F (S)) kaikilla j ∈ {0, . . . , n},
niin jäljittäjän ominaisuuden (J1) sekä kohdan (68) perusteella kaikilla T ∈
θ(PK′) \ θ(PK) pätee (
F (T ) \ T ) ∩ pK∗(P,Q) = ∅,
jolloin joukon I(PK′) määritelmän perusteella pätee θ(PK′)\θ(PK) ⊂ I(PK′).
Näin ollen pätee erityisesti
II(PK′) ⊂ θ(PK).
Polygonin pK∗(P,Q) määritelmän perusteella on voimassa S /∈ θ(PK′),
jolloin erityisesti on voimassa S /∈ II(PK′). Koska oletuksen nojalla on
voimassa S ∈ II(PK), niin riittää siten todistaa relaatio II(PK′) ⊂ II(PK).




) ∪ {P 1i , P 2i , Pj | j ∈ {0, . . . , n} \ {i}},
niin lauseen 255 perusteella joukon II(PK′) määritelmästä seuraa, että kaikil-
la T ∈ II(PK′) pätee joko
R ⊂ F (T ) jollakin R ∈ θ(PK) \ {T} (69)
tai yksi seuraavista:
P 1i ⊂ F (T ), P 2i ⊂ F (T ) tai
Pj ⊂ F (T ) jollakin j ∈ {0, . . . , n} \ {i}.
(70)
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Jos pätee kohta (69), niin joukon II(PK) määritelmän perusteella pätee T ∈
II(PK). Oletetaan, että pätee kohta (70). Tällöin pätee S ⊂ F (T ), koska
jäljittäjän ominaisuuksien (J1) ja (J2) perusteella pätee
P ∩ pK ⊂ S \ T (K).
Näin ollen joukon II(PK) määritelmän perusteella pätee T ∈ II(PK), koska
on voimassa S ∈ θ(PK) \ {T}. Näin ollen on voimassa II(PK′) ⊂ II(PK),
mikä todistaa väitteen.
Lause 282. Solmulla [K] on olemassa ruutukaavio.
Todistus. Olkoot K ∈ [K] solmu ja PK ∈ χ(K) solmun K ∈ [K] sol-
mukaavio. Todistetaan väite induktiolla: Väite pätee ruutukaavion määri-
telmän perusteella tapauksessa |II(PK)| = 0, joten oletetaan, että väite pä-
tee tapauksessa |II(PK)| < k, ja todistetaan, että tämän induktio-oletuksen
perusteella väite pätee tapauksessa |II(PK)| = k.
Oletetaan, että jollakin k > 0 pätee |II(PK)| = k. Tällöin on olemassa
sellainen Seifertin kierros S ∈ θ(PK), jolle pätee S ∈ II(PK). Lauseen 255
perusteella tällöin on olemassa sellainen T ∈ θ(PK) \ {S}, jolle pätee T ⊂
F (S), jolloin lauseen 276 perusteella Seifertin kierroksella S on jäljittäjä
P . Olkoon pK∗(P,Q) saatu muokkaamalla solmukaaviota PK jäljittäjällä P
ja leikkauspolygonilla Q. Lauseen 280 nojalla on tällöin olemassa sellainen
K ′ ∈ [K], jonka säännölliselle varjolle pK ′ pätee pK ′ = pK∗(P,Q). Tällöin
lauseen 281 nojalla solmulla K ′ on olemassa sellainen solmukaavio PK′ =
(pK∗(P,Q), T (K ′),N (K ′),K(K ′), g) ∈ χ(K ′), jolle pätee |II(PK′)| < k.
Siten väite seuraa induktio-oletuksesta.
5.4 Seifertin pinta
5.4.1 Seifertin pinnan konstruktio
Tässä kappaleessa määritellään solmun [K] Seifertin pinta; Seifertin pinta
on suunnistuva monitahokas, joka on reunallinen 2-monisto ja jonka reuna
on solmun [K] edustaja. Osoitetaan, että kaikilla solmuilla [K] on olemassa
Seifertin pinta. Seifertin pinnan määritelmän inspiraationa on Seifertin PL-
pinnan määritelmä lähteestä [7].
Määritelmä 283. Olkoot K ∈ [K] solmu jaM sellainen suunnistuva moni-
tahokas ja reunallinen 2-monisto, jolle pätee ∂M = K. TällöinM on solmun
[K] Seifertin pinta.
Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) ruutukaavio ja kaikil-
la a ∈ T (K) pisteetA(a), B(a), C(a), D(a), E(a) ja P (a) kuten määritelmässä
243. Kaikille Seifertin kierroksille S, T ∈ θ(PK), S 6= T, pätee ruutukaavion
määritelmän perusteella
F (S) ∩ F (T ) ⊂ T (K). (71)
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Kuva 34: Solmun 76 Seifertin PL-pinta.
Lauseen 260 nojalla Seifertin kierros on yksinkertainen polygoni ja lisäksi
solmun varjolle pK pätee ∪θ(PK) = pK. Seifertin kierroksen määritelmästä
seuraa tämän perusteella, että kaikilla tuplapisteillä a ∈ T (K) on olemassa
sellaiset Seifertin kierrokset S, T ∈ θ(PK), S 6= T, joille pätee
a ∈ F (S) ∩ F (T ), A(a), D(a) ∈ S ja C(a), B(a) ∈ T. (72)
Apulauseen 257 perusteella polygonit P (D(a), A(a), a) ja P (C(a), B(a), a)
ovat hyvinmääriteltyjä kaikilla tuplapisteillä a ∈ T (K). Lisäksi kaikilla ehdon
(72) toteuttavilla Seifertin kierroksilla S, T ∈ θ(PK) ja tuplapisteillä a ∈
T (K) pätee
F (P (D(a), A(a), a)) ⊂ F (S), (73)
F (P (D(a), A(a), a)) ∩ S = [A(a), a] ∪ [a,D(a)], (74)
F (P (C(a), B(a), a)) ⊂ F (T ) (75)
ja
F (P (C(a), B(a), a)) ∩ T = [B(a), a] ∪ [a,C(a)]. (76)
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Merkitään kaikilla a ∈ T (K)
Risteysalue(a) = ]A(a), B(a)[ ∪ ]C(a), D(a)[ ja
Y ksinkertaistus(a) = [A(a), D(a)] ∪ [C(a), B(a)]
kuten aikaisemmin.
Määritelmä 284. Olkoot joukot Risteysalue(a) ja Y ksinkertaistus(a)
kaikilla a ∈ T (K) kuten yllä. Määritellään kaikilla Seifertin kierroksilla











F (S) ∩ Y ksinkertaistus(a))
 .
Kohdista (72), (73), (74), (75) ja (76) seuraa, että PS ⊂ R2 on kaikil-
la Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) sellainen yksinkertainen polygoni, jonka
rajoittamalle tahkolle F (PS) pätee
F (PS) ⊂ F (S) ja (77)
F (PS) ∩ F (PT ) = ∅ kaikilla T ∈ θ(PK) \ {S}. (78)
Lisäksi polygonille PS voidaan valita sellainen suunnistus, että polygonien
PS ja S suunnistukset ovat yhtenevät.
Määritelmä 285. Olkoon jokaisella a ∈ T (K)
Poisto(a) := F (P (D(a), A(a), a)) ∪ F (P (B(a), C(a), a))
Koska määritelmän 243 perusteella on voimassa A(a), B(a), C(a), D(a) ∈
pK ⊂ R2 ja P (a) /∈ R2, niin polygonit
P (D(a), A(a), P (a)), P (C(a), D(a), P (a)) ja P (B(a), P (a), C(a))
ovat kaikilla a ∈ T (K) määritelty, ja siten voidaan määritellä:
Määritelmä 286. Olkoon jokaisella a ∈ T (K)
Liitos(a) :=F (P (D(a), A(a), P (a))) ∪ F (P (C(a), D(a), P (a)))
∪ F (P (B(a), P (a), C(a))).
Kaikilla tuplapisteillä a ∈ T (K) ja Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) pätee
Liitos(a) ∩ F (PS) = Liitos(a) ∩ R2 ∩ F (PS) = Poisto(a) ∩ F (PS),
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Kuva 35: Liitos(a) = F (P (A(a), P (a), D(a)) ∪ F (P (C(a), D(a), P (a)) ∪
(F (P (a), B(a), C(a)).
leikkausjoukko Liitos(a) ∩ F (PS) on tyhjä, särmä [A(a), D(a)] tai särmä
[C(a), B(a)] ja pätee
Liitos(a) ⊂ p−1[B(a, tK)], (79)
kun tK on solmukaavion PK risteysetäisyys ja B(a, tK) on tason R2 suljettu
kuula. Kaikilla tuplapisteillä a, a′ ∈ T (K), a 6= a′ pätee lauseen 256 kohdan
(f) perusteella B(a, tK) ∩B(a′, tK) = ∅, jolloin erityisesti pätee
p−1[B(a, tK)] ∩ p−1[B(a′, tK)] = ∅,
koska kuvaus p : R3 → R2 on projektio. Näin ollen kaikilla tuplapisteillä
a, a′ ∈ T (K), a 6= a′ pätee kohdan (79) perusteella
Liitos(a) ∩ Liitos(a′) = ∅. (80)
Apulause 287. Olkoon PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ∈ χ(K) ruu-
tukaavio. Tällöin kaikilla tuplapisteillä a ∈ T (K) pätee:
(i) F (P (D(a), A(a), P (a))) ∩⋃S∈θ(PK) F (PS) = [D(a), A(a)],
(ii) F (P (B(a), P (a), C(a))) ∩⋃S∈θ(PK) F (PS) = [C(a), B(a)],
(iii) F (P (C(a), D(a), P (a))) ∩⋃S∈θ(PK) F (PS) = {C(a), D(a)},
(iv) F (P (D(a), A(a), P (a))) ∩ F (P (C(a), D(a), P (a))) = [D(a), P (a)],
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(v) F (P (C(a), D(a), P (a))) ∩ F (P (B(a), P (a), C(a))) = [P (a), C(a)] ja
(vi) F (P (D(a), A(a), P (a))) ∩ F (P (B(a), P (a), C(a))) = {P (a)}.
Todistus. Väitteet (i)(iii) pätevät sen perusteella, että kaikilla tuplapisteillä




F (PS) ⊂ R2 ja
Y ksinkertaistus(a) ∩ [C(a), D(a)] = {C(a), D(a)}.
Olkoot a ∈ T (K) ja
S([C(a), D(a)]), S([D(a), A(a)]) ja S([B(a), C(a)])
mainitun särmän sisältävät suorat. Tällöin määritelmän 243 perusteella suo-
ra S([C(a), D(a)]) on erisuuntainen sekä suoran S([D(a), A(a)]) että suo-
ran S([B(a), C(a)]) kanssa ja suorat S([C(a), D(a)]) ja S([D(a), A(a)]) ovat
yhdensuuntaisia, mutta eri suoria. Alkeellisen geometrian perusteella tästä











kaikilla ruutukaavioilla PK ∈ χ(K).
Lause 289. Olkoot PK = (pK, T (K),N (K),K(K), f) ruutukaavio jaM(PK)
kuten yllä. Tällöin M(PK) on suunnistuva monitahokas ja reunallinen 2-
monisto, jolle pätee ∂M(PK) ∈ [K], ja lisäksi kaikilla tuplapisteillä a ∈ T (K)
ja Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) täyttyvät ehdot:
(i) [A(a), P (a)], [P (a), B(a)] ja [C(a), D(a)] ⊂ ∂M(PK),
(ii) Liitos(a) ∩ F (PS) on tyhjä tai polygonin PS sivu,
(iii) Liitos(a) ∩ PS ∩ Liitos(a′) ∩ PS = ∅ kaikilla a′ ∈ T (K) \ {a} ja
(iv) F (PS) ∩ F (PT ) = ∅ kaikilla T ∈ θ(PK) \ {S}.
Todistus. Joukon Liitos(a) määritelmän perusteella saadaan joukolleM(PK)



















Kohdan (77) perusteella kaikilla Seifertin kierroksilla S, T ∈ θ(PK), S 6= T
pätee
F (PS) ∩ F (PT ) = ∅.
Kohdan 80 perusteella kaikilla tuplapisteillä a, a′ ∈ T (K), a 6= a′, pätee
Liitos(a) ∩ Liitos(a′) = ∅.
Lisäksi kohdan (80) perusteella on kaikilla a ∈ T (K) olemassa sellaiset
Seifertin kierrokset S, T ∈ θ(PK), S 6= T , joille pätee
[A(a), D(a)] ⊂ PS ja [C(a), B(a)] ⊂ PT ,
jolloin erityisesti kaikilla Seifertin kierroksilla T ∈ θ(PK) pätee
{A(a), D(a)} * PT .
Näin ollen apulauseesta 287 seuraa monitahokkaan määritelmän perusteella,
että joukko M(PK) on monitahokas. Joukon M(PK) määritelmästä seuraa
kohdan (80) perusteella, että joukolla Liitos(a) toteuttaa kaikilla tuplapis-
teillä a ∈ T (K) ehdot (i)(iv).
Polygonin suunnistuksen määritelmän perusteella mielivaltaisen polygo-
nin P (v0, . . . , vk) suunnistus on joukko
$P = {(ci, di) | i ∈ {0, . . . k}},
missä kaikilla i ∈ {0, . . . , k} pätee joko ci = vi ja di = vi+1 tai ci =
vi+1 ja di = vi. Polygonin PS suunnistus on kaikilla S ∈ θ(PK) yhteensopiva
Seifertin kierroksen S suunnistuksen kanssa. Näin ollen kaikilla a ∈ T (K)
pätee
(A(a), D(a)) ∈ $PS , jos pätee [A(a), D(a)] ⊂ PS , ja
(C(a), B(a)) ∈ $PS , jos pätee [C(a), B(a)] ⊂ PS .
Polygoneilla P (D(a), A(a), P (a)), P (C(a), D(a), P (a)) ja P (B(a), P (a), C(a))
on kaikilla a ∈ T (K) kulmapistejonon määräämä suunnistus, jolloin erityi-
sesti kaikilla a ∈ T (K) pätee
(D(a), A(a)) ja (P (a), D(a)) ∈ $P (D(a),A(a),P (a)),
(D(a), P (a)) ja (P (a), C(a)) ∈ $P (C(a),D(a),P (a)) ja
(B(a), C(a)) ja (C(a), P (a)) ∈ $P (B(a),P (a),C(a)).
Koska apulauseen 287 perusteella kaikilla tuplapisteillä a, a′ ∈ T (K), a 6= a′,
pätee
Liitos(a) ∩ Liitos(a′) = ∅
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ja kaikilla Seifertin kierroksilla S, T ∈ θ(PK), S 6= T, pätee
F (PS) = F (PT ) = ∅,
niin monitahokas M(PK) on suunnistuvan monitahokkaan määritelmän 150
nojalla suunnistuva.
Esityksessä (81) on kahden reunapolygonin leikkaus niiden yhteinen kul-
mapiste ainoastaan tahkopareilla
F (P (D(a), A(a), P (a))) ja F (P (B(a), P (a), C(a))), a ∈ T (K).
Kaikilla tuplapisteillä a ∈ T (K) tahko F (P (C(a), D(a), P (a))) toteuttaa
F (P (D(a), A(a), P (a))) ∩ F (P (C(a), D(a), P (a))) = [P (a), D(a)] ja
F (P (B(a), P (a), C(a))) ∩ F (P (C(a), D(a), P (a))) = [P (a), C(a)],
kaikilla Seifertin kierroksilla S ∈ θ(PK) pätee P (a) /∈ F (PS) ja kaikilla
tuplapisteillä a′ ∈ T (K) \ {a} pätee P (a) /∈ Liitos(a′). Huomautuksen 148
perusteella monitahokas M(PK) on näin ollen reunallinen 2-monisto.
OlkoonKtK (PK) solmukaaviosta PK saatu edustaja solmulle [K]. Tällöin
pätee (PK) = KtK (PK), jolloin lauseen 248 nojalla pätee ∂M(PK) ∈ [K].




j) solmun [K] Seifertin
pinta. Tällöin kaikilla indekseillä j ∈ {0, . . . , n′} lukua
λj = |{i ∈ {0, . . . n′} \ {j} | P ′i ∩ P ′j on polygonin P ′j sivu}|
kutsutaan tahkon F (P ′j) asteeksi.
Kootaan tässä kappaleessa todistettu yhdeksi lauseeksi:





F (P ′j), P
′
j = P (v
j




että kaikilla indekseillä j ∈ {0, . . . , n′} jotka toteuttavat tahkon F (P ′j) asteen
λ′j suhteen ehdon λ
′
j > 2 toteuttavat myös ehdon:
jos joillakin i ∈ {0, . . . , kj} ja k ∈ {0, . . . , n} pätee
P ′j ∩ P ′k = [vji , vji+1], niin pätee [vji+1, vji+2] ⊂ ∂M ′.
(82)
Todistus. Lauseen 282 nojalla solmulla [K] on olemassa sellainen edustaja
K ∈ [K], että jollakin PK ∈ χ(K) solmukaavio PK on ruutukaavio. Väite
seuraa siten Seifertin pinnan määritelmän nojalla lauseesta 289.
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5.4.2 Nauhapinta
Tässä kappaleessa määritellään solmun [K] nauhapinta ja näytetään, että
jokaisella solmulla [K] on nauhapinta. Nauhapinnat ovat sellaisia Seifertin
pintoja, joilla on Aleksanderin polynomin laskemista varten hyviä ominaisuuk-
sia.
Kuva 36: Solmun 76 nauhapinta.
Määritelmä 292. Olkoot M =
⋃n
j=0 F (Pj) solmun [K] Seifertin pinta, ja
λj kaikilla j ∈ {0, . . . , n} tahkon F (Pj) aste. Seifertin pintaa M kutsutaan
solmun [K] nauhapinnaksi, jos kaikilla j ∈ {1, . . . , n} pätee λj = 2.
Olkoot M =
⋃m
j=0 F (Pj) solmun [K] Seifertin pinta, jolla on lauseen
291 ominaisuus (82). Olkoot j ∈ {0, . . . ,m} ja α = α(a0, . . . , an) ⊂ F (Pj)
sellainen yksinkertainen PL-käyrä, jolle pätee α ∩ ∂M = {a0}, ja olkoon
A =
⋃
x∈αEx ∈ PLr(α) sellainen vahva PLr-ympäristö, jolle pätee
A ∩ ∂M = Ea0 ja A ∩ Pj = Ea0 ∪ Ean .
Merkitään Ex = [x0, x1] kaikilla x ∈ α ja
M ′(A) =
(
M \A) ∪ (∂A \ ]a00, a10[ ).
Apulause 293. Olkoot solmu [K] ja joukko M ′(A) kuten yllä. Tällöin
M ′(A) on solmun [K] Seifertin pinta, jolla on lauseen 291 ominaisuus (82).
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Todistus. Merkitään K := ∂M ja
K ′(A) :=
(
K \ ]a00, a10[
) ∪ (∂A \ ]a00, a10[ ).
Tällöin Seifertin pinnan määritelmän nojalla pätee K ∈ [K] ja oletuksen
perusteella pätee
∂A ∩ ∂M = A ∩ ∂M = [a00, a10],
jolloin erityisesti lauseen 215 nojalla pätee
K ′(A) ∈ [K], (83)
koska pätee A = F (∂A).
Koska oletuksen nojalla pätee A ∩ Pj = Ea0 ∪ Ean , niin lauseen 166
perusteella on olemassa sellaiset polygonit
P 1j , P
2
j ⊂ F (Pj),
että tahkot F (P 1j ) ja F (P
2
j ) ovat erilliset, polygonien P
i
j ja Pj suunnistukset





 ∪ F (P 1j ) ∪ F (P 2j ).
Oletuksen perusteella joukko Ean ∩∂M on tyhjä, joten monitahokkaan mää-
ritelmän perusteella on olemassa sellainen k ∈ {0, . . . ,m}, jolle pätee
Ean ⊂ (Pk ∩ Pj) \ ∂M.
Tämän perusteella kaikilla i ∈ {1, 2} joukko P ij∩Pk on särmä ja erityisesti on
olemassa sellaiset polygonien Pk ja P ij kulmapistejonot, että joukko P
i
j ∩ Pk
on polygonien P ij ja Pk yhteinen sivu.
Seifertin pinnan määritelmän ja oletuksen perusteella M on suunnistuva
monitahokas sekä 2-monisto, jolla on ominaisuus (82). Näin ollen, koska pätee
A ⊂ F (Pj), seuraa yllä osoitetusta, ettäM ′(A) on monitahokas ja 2-monisto,
jolla on ominaisuus (82). Lauseen 151 perusteella yllä osoitetusta seuraa, että
monitahokasM ′(A) on suunnistuva. Kohdan (83) perusteellaM ′(A) on siten
Seifertin pinnan määritelmän nojalla solmun [K] Seifertin pinta, koska pätee
∂M ′(A) = K ′(A).
Olkoot [K] solmu ja M =
⋃m
j=0 F (Pj) sellainen solmun [K] Seifertin




0, . . . , a
j
nj ) ⊂ F (Pj), j ∈ I,
sellainen kokoelma yksinkertaisia PL-käyriä, että pätee
αj ∩ Pj = {aj0, ajnj} kaikilla j ∈ I, (84)
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ja lisäksi on olemassa sellainen k ∈ {0, . . . , n}, jolle pätee⋃
j∈I









Ex ∈ PLr(αj), j ∈ I,
sellainen kokoelma vahvoja PLr-ympäristöjä, että pätee




) ∩ ∂M = Eak0 .




) ∪ (∂Aj \ ](aj0)0, (aj0)1[ ). (86)
kaikilla j ∈ I.
Lause 294. Olkoot joukot [K] ja I sekä kaikilla j ∈ I joukot αj, Aj sekä
M ′(Aj) kuten yllä. Tällöin β :=
⋃
j∈I αj on yksinkertainen PL-käyrä, jol-
la on vahva PLr-ympäristö Aβ :=
⋃




′(Aj) on sellainen solmun [K] Seifertin pinta, jolla on
lauseen 291 ominaisuus (82).
Todistus. Jos joillakin i, j ∈ J pätee aj0 = aini , niin pätee aj0 ∈ Pi ∩Pj , missä
Pi ∩ Pj on polygonien Pi ja Pj yhteinen sivu. Tällöin kaikilla k ∈ J \ {i, j}
pätee aj0 /∈ Pk, jolloin ominaisuuksista (85) ja (84) seuraa, että β :=
⋃
j∈I αj
on yksinkertainen PL-käyrä. Oletuksen perusteella pätee
Pi ∩ Pj ∩Aj = Eaj0 ja Pi ∩ Pj ∩Ai = Eaini ,




koska pätee Ai ⊂ F (Pi) ja Aj ⊂ F (Pj), niin monitahokkaan määritelmän
perusteella pätee
Aj ∩Ai ⊂ F (Pj) ∩ F (Pi) = Pj ∩ Pi = Eaj0 .
Tämän perusteella pätee Aβ ∈ PLr(β) ja lisäksi Aβ on vahva PLr-ympäristö
sen perusteella, että Aj ∈ PLr(αj) on vahva PLr-ympäristö kaikilla j ∈ I.





on solmun [K] Seifertin pinta.
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Määritelmä 295. Olkoon M =
⋃n
j=0 F (Pj) solmun [K] Seifertin pinta.
Asetetaan
Lj = {l | l on polygonien Pi ja Pj yhteinen sivu jollakin 0 ≤ i ≤ n}
kaikilla j ∈ {0, . . . , n}, jotka toteuttavat tahkon F (Pj) asteen λj suhteen
ehdon λj > 2.
Olkoot M =
⋃m
j=0 F (Pj) solmun [K] Seifertin pinta, jolla on lauseen 291
ominaisuus (82) ja λj kaikilla j ∈ {0, . . . ,m} tahkon F (Pj) aste. Merkitään
Pj = P (v
j
0, . . . , v
j
kj
) ja oletetaan, että on olemassa sellainen q ∈ {1, . . . ,m},
jolle pätee λq > 2. Tahkon asteen määritelmän perusteella pätee |Lq| = λq ja
ominaisuuden (82) perusteella joukolle Lq on määritelty polygonin P suun-
nistuksen määräämä indeksöinti. Koska joukkoM \∂M on polkuyhtenäinen,
niin lauseen 179 perusteella voidaan määritellä:
Määritelmä 296. Olkoot yksinkertainen PL-käyrä α = α(a0, . . . an) sekä
indeksijoukko I ⊂ {0, . . . ,m} \ {q, 0} ja yksinkertaiset PL-käyrät αj , j ∈ I,
sellaisia, jotka toteuttavat ehdot:
(1) α ⊂M \ ∂M,




sekä kaikilla j ∈ I ehdot:
(i) α ∩ F (Pj) = αj
(ii) αj ∩ Pj = {aj0, ajnj} ja
(iii) on olemassa sellaiset rj , sj ∈ {0, . . . , kj}, rj 6= sj , joille pätee
aj0 ∈ ]vjsj , v
j
sj+1




Tällöin PL-käyrää α kutsutaan q-sisäkäyräksi.
Olkoon Lq kuten määritelmässä 295. Tällöin määritelmän 296 kohtien (1)
ja (2) perusteella on olemassa sellainen lqi ∈ Lq, jolle pätee cn ∈ lqi . Oletuksen
perusteella monitahokkaalla M on ominaisuus (82) ja tahkon F (Pq) asteelle










Näin ollen voidaan määritellä joukon ∂M ∩ Pq piste:
Määritelmä 297. Olkoon α = α(a0, . . . , an) sellainen q-sisäkäyrä, jolle pä-
tee an ∈ lqi ja lqi+1 = [vqh, vqh+1]. Tällöin särmän [vqh+1, vqh+2] keskipistettä
merkitään xα ja kutsutaan α-leikkauspisteeksi.
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jolloin merkitsemällä rq = h+ 1 pätee
xα ∈ ]vqrq , vqrq+1[ ⊂ ∂M. (88)
Lauseen 177 perusteella voidaan määritellä:
Määritelmä 298. Olkoon α = α(a0, . . . , an) q-sisäkäyrä. Tällöin PL-käyrää
αq = α(a
q
0, . . . , a
q
nq), joka toteuttaa ehdot:
(i) αq ⊂ F (Pq),
(ii) aq0 = an ja a
q
nq = xα ja
(iii) Pq ∩ αq = {aq0, aqnq}.
kutsutaan α-ulkokäyräksi.
Määritelmä 299. Olkoot α q-sisäkäyrä ja αq α-ulkokäyrä. Tällöin yksinker-
taista PL-käyrää α ∪ αq kutsutaan (q, α)-leikkauskäyräksi.
Apulause 300. Olkoot β (q, α)-leikkauskäyrä ja xα α-leikkauspiste. Tällöin
β on yksinkertainen PL-käyrä, jolle pätee β ⊂M ja β ∩ ∂M = {xα}.






niin PL-käyrälle αq pätee kohdan (88) nojalla
aqnq ∈ ]vrq , vrq+1[ ⊂ lqi ja aq0 ∈ ]vsq , vsq+1[ ⊂ ∂M. (89)
Näin ollen (q, α)-leikkauskäyrä β on määritelmän 296 kohtien (2) ja (i) sekä
määritelmän 298 kohtien (i) ja (iii) perusteella sellainen yksinkertainen PL-
käyrä, jolle pätee β ⊂M . Koska lisäksi on voimassa α ⊂M \ ∂M ja
αq ∩ ∂M = (αq ∩ Pq) ∩ ∂M = {aq0, aqnq} ∩ ∂M = {aqnq} = {xα},
niin määritelmän 298 perusteella pätee β ∩ ∂M = {xα}.
Määritelmän 296 kohdista (i)-(iii) ja määritelmän 298 (i)-(iii) perusteella
lauseesta 167 seuraa, että voidaan määritellä:
Olkoot α q-sisäkäyrä ja kokoelma αj , j ∈ I, α =
⋃
j∈I αj , kuten sisäkäyrän




Ey ∈ PLr(αj), j ∈ I ∪ {q}, (90)
sellainen vahvojen PLr-ympäristöjen kokoelma, että kaikilla j ∈ I ∪ {q}
PL-käyrän αj PLr-ympäristö Aj toteuttaa ehdot:
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(1) Aαj ⊂ F (Pj),













[ , kun sj , rj ∈ {vj0, . . . , vjk} ovat
sellaiset, joilla pätee aj0 ∈ ]vjsj , v
j
sj+1













M ′(Aαj ), (92)
kun joukko M ′(Aαj ) on kaikilla Aαj ∈ PLr(αj), j ∈ I ∪{q}, kuten määritel-
mässä 86.
Apulause 301. Olkoon Aβ kuten yllä. Tällöin Aβ on (q, α)-leikkauskäyrän
β vahva PLr-ympäristö.
Todistus. Seuraa kokoelman (90) ominaisuuksista (1)(3).
Apulause 302. Olkoot M ′(Aβ) kuten yllä. Tällöin M ′(Aβ) on solmun [K]
Seifertin pinta, jolla on lauseen 291 ominaisuus (82).
Todistus. Koska pätee ∂M ⊂ ⋃nj=0 Pj , niin kokoelman 90 ominaisuuksien
(2) ja (3) perusteella apulauseesta 300 seuraa monitahokkaan määritelmän
ominaisuuden (iii) perusteella, että pätee ∂M∩Aβ = Exα . Näin ollen lauseen
294 perusteella M ′(Aβ) on solmun [K] Seifertin pinta, jolla on lauseen 291
ominaisuus (82).
Lause 303. Jos M =
⋃m
j=0 F (Pj) on sellainen solmun [K] Seifertin pinta,
että tahkon F (Pj) asteelle λj toteutuu λj ≥ 2 kaikilla j ∈ {1, . . . ,m}, niin




F (P ′i ),













Todistus. Määritellään indeksijoukko Jq asettamalla
Jq = {i ∈ {0, . . . , n} \ (I ∪ {q})},
ja tuplataan indeksijoukko I ∪ {q} merkitsemällä
Iq0 = {i0 | i ∈ I ∪ {q}} ja Iq1 = {i1 | i ∈ I ∪ {q}}.
Lauseen 166 nojalla kaikilla j ∈ I ∪ {q} on olemassa sellaiset erilliset tahkot
F (P 0j ) ja F (P
1
j ), joille pätee
F (P 0j )∪F (P 1j ) =
(
F (Pj)\Aαj
)∪(∂Aj \ ( ](aj0)0, (aj0)1[ ∪ ](ajnj )0, (ajnj )1[ )) .












F (P 1j )
 .
Määritelmän 296 kohdan (iii) perusteella kaikilla j ∈ I pätee
λj0 + λj1 = λj + 2, λj0 , λj1 ≥ 2
ja erityisesti α-leikkauspisteen xα määritelmän perusteella pätee
λq0 + λq1 = λq + 1, λq0 , λq1 ≥ 2.
Kuva 37: Tahko F (Pq) (punainen) halkaistaan pitkin yksinkertaista PL-
käyrää β. Valitaan β seuraavasti: Joillakin a0 ja an on olemassa q-sisäkäyrä
α = α(a0, . . . , an) (vihreä). Valitaan pisteestä an riippuen α-leikkauspiste xα
siten, että pisteiden xα ja an väliin jää "risteys". Tällöin on erityisesti aina
olemassa α-ulkokäyrä αq (violetti) ja (q, α)-leikkauskäyrä β := α ∪ αq.
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Merkitään IM
′(Aβ) = Jq ∪ Iq0 ∪ Iq1 ja IM
′(Aβ)
0 = I





(λj − 2) <
n∑
j=1
(λj − 2), (93)
ja kaikilla j ∈ IM ′(Aβ)0 pätee λj ≥ 2.
Huomautus 304. Kaikilla solmulla [K] on lauseen 291 perusteella olemassa




j), jolla on lauseen 291 ominaisuus
(82). Jos tahkon F (P ′j) aste λ
′
j on 1 jollakin j ∈ {1, . . . ,m′}, niin joukko
M ′′ :=
⋃n
0≤i≤m′,i 6=j, F (P
′
j) on lauseen 215 perusteella sellainen solmun [K]
Seifertin pinta, jolla on myös ominaisuus (82).
Seurauslause 305. Solmulla [K] on nauhapinta.
Todistus. Solmulla [K] on huomautuksen 304 perusteella olemassa sellainen




j), jolla on lauseen 291 ominaisuus (82), ja
jolle lisäksi kaikilla j ∈ {1, . . . ,m′} pätee λ′j ≥ 2, kun λ′j on tahkon F (P ′j)
aste. Nauhapinnan määritelmästä seuraa, ettäM ′ on tällöin nauhapinta, jos
ja vain jos pätee
n∑
j∈1
(λ′j − 2) = 0.
Lauseesta 303 seuraa näin ollen laskevalla induktiolla joukon {0, . . . ,m′}
äärellisyyden perusteella, että solmulla [K] on olemassa nauhapinta.
5.4.3 Säännöllinen Seifertin pinta
Tässä kappaleessa osoitetaan, että jokaisella solmulla on säännöllinen Seifertin
pinta.
Määritelmä 306. Olkoot [K] solmu jaM ⊂ R3 solmun [K] Seifertin pinta,
jolla on säännöllinen ympäristö U ⊂ R3. Tällöin Seifertin pintaa M kut-
sutaan säännölliseksi, jos jollakin polygonilla P ⊂ M ja polygonin P PLr-
ympäristöllä A ∈ PLr(P ) pätee A = M.
Apulause 307. Olkoot [K] solmu ja M =
⋃m
j=0 F (Pj) sellainen solmun [K]
Seifertin pinta, että tahkon F (Pm) asteelle λm pätee λm = 2. Olkoon α =
α(a0, . . . , an) ⊂ F (Pm) yksinkertainen PL-käyrä ja olkoon Aα :=
⋃
x∈αEx ∈
PLr(α) sellainen vahva PLr-ympäristö, jolle pätee
Aα ⊂ F (Pm) ∩ (M \ ∂M)
ja
F (Pm) ∩ ∂Aα = Ea0 ∪ Ean .
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Kuva 38: Solmun 76 säännöllinen Seifertin pinta.
Tällöin





on solmun [K] Seifertin pinta.
Todistus. Merkitään Pm = P (v0, . . . , vkm). Koska oletuksen perusteella M
on solmun [K] Seifertin pinta, niin määritelmän perusteella M on sellainen
suunnistuva monitahokas ja 2-monisto, jolle pätee ∂M = K jollakin K ∈
[K]. Monitahokkaan määritelmän perusteella on olemassa sellaiset r, s ∈
{0, . . . , kj}, joille pätee
Ea0 ⊂ ]vr, vr+1[ ja Ean ⊂ ]vs, vs+1[
ja sellaiset k, l ∈ {0, . . . ,m− 1}, joille pätee
Pk ∩ Pm = [vr, vr+1] ja Pl ∩ Pm = [vs, vs+1].
Lisäksi joukko F (Aα)∩F (Pj) on tyhjä kaikilla j /∈ {k, l,m}. Lisätään polygo-
nin Pk kulmapistejonoon särmän Ea0 ja polygonin Pl kulmapistejonoon sär-
män Ean päätepisteet ja valitaan yksinkertaiselle polygonille ∂Aα kulmapis-
tejono, joka sisältää särmien Ea0 ja Ean päätepisteet, mutta ei muita pisteitä
tästä joukosta. Tällöin ∂Aα ∩ Pk = Ea0 on polygonien ∂Aα ja Pk yhteinen
sivu ja ∂Aα ∩ Pl = Ean polygonien ∂Aα ja Pl yhteinen sivu. Koska Seifertin
pinnan määritelmän perusteella M on monitahokas ja 2-monisto, niin tästä
seuraa, että M ′ on monitahokas ja 2-monisto. Polygonille ∂Aα voidaan vali-
ta polygonin Pm suunnistuksen kanssa yhteensopiva suunnistus, jolloin poly-
goni ∂Aα on monitahokkaan M suunnistuvuuden perusteella yhteensopiva
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sekä polygonin Pk että polygonin Pl kanssa, ja erityisesti siten suunnistuvan
monitahokkaan määritelmän perusteella monitahokas M ′ on suunnistuva.
Merkitään
α1 = α(vr+1, . . . , vs)
ja
α2 = α(vs+1, . . . , vr)
Tällöin α1 ja α2 ovat keskenään erillisiä yksinkertaisia PL-käyriä, koska
α1, α2 ⊂ Pm ja polygoni Pm on yksinkertainen. Sen perusteella, että M
on 2-monisto pätee tahkon asteen määritelmän perusteella
Pm ∩ ∂M = α1 ∪ α2,
koska tahkon F (Pm) asteelle λm pätee oletuksen perusteella λm = 2. Lauseen
166 perusteella on olemassa sellaiset yksinkertaiset polygonit P ′1, P ′2 ⊂ F (Pm),
joille pätee α1 ⊂ P ′1 ja α2 ⊂ P ′2 sekä
F (P ′1) ∩ F (P ′2) = ∅ ja F (Pm) \Aα = F (P ′1) ∪ F (P ′2).
Lauseen 215 perusteella kaikilla i ∈ {1, 2} on olemassa sellainen avaruuden
R3 yksinkertaisten PL-käyrien joukon ` kolmiosiirtojen jono Xi0, . . . , Xini ,
joka toteuttaa ehdot
Xi0 = αi ja X
i
ni = Pi \ αi,
ja erityisesti PL-käyrä Xj saadaan PL-käyrästä Xj−1 kaikilla j ∈ {1, . . . , ni}
pitkin kolmiota Dj , jolle pätee Dj ⊂ F (P ′i ). Koska erityisesti pätee
F (P ′1) ∩ F (P ′2) = ∅ ja
(
F (P ′1) ∪ F (P ′2)
) ∩ ∂M = α1 ∪ α2,
niin tämän perusteella on olemassa sellainen avaruuden R3 yksinkertaisten
polygonien joukon ℘ kolmiosiirtojen jono Z0, . . . , Zk, jolle pätee
Z0 = ∂M ja Zk = ∂M
′.
Lauseen 209 perusteella kolmiosiirtojen jonon olemassaolon nojalla pätee
[∂M ′] = [∂M ].
Seifertin pinnan määritelmän perusteella pätee [∂M ] = [K]. Siten Seifertin
pinnan määritelmän perusteella M ′ on solmun [K] Seifertin pinta, koska on
osoitettu, että M ′ on suunnistuva monitahokas ja 2-monisto, jolle pätee
[∂M ′] = [∂M ] = [K].
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Apulause 308. Olkoot [K] solmu ja M =
⋃m




0, . . . , a
i
ni), i ∈ {0, . . . , w},
sellainen kokoelma pareittain erillisiä yksinkertaisia PL-käyriä, joille pätee




Ex ∈ PLr(αi), i ∈ {0, . . . , w},
sellainen kokoelma pareittain erillisiä vahvoja PLr-ympäristöjä, joille pätee
Ai ⊂ F (Pm) ja Ai ∩ Pm = Eai0 ∪ Eainj . Jos on olemassa sellainen kokoelma
F (P ′j), j ∈ {0, . . . , w+1}, pareittain erillisiä tahkoja, että joukko F (P ′j)∩∂M


















on solmun [K] Seifertin pinta.
Todistus. Koska oletuksen perusteella F (P ′j) ∩ ∂M on yksinkertainen PL-
käyrä kaikilla j ∈ {0, . . . , w + 1}, niin väite pätee samoilla argumenteilla
kuin lause 307.
Apulause 309. Olkoot [K] solmu ja M =
⋃m
j=0 F (Pj) solmun [K] Seifertin
pinta. Olkoon X =
⋃n
j=1[x0, yj ] ⊂ F (Pm) sellainen tähti, jolle pätee X ∩







 ∈ PLr([x0, yj ])
on kaikilla j ∈ {1, . . . , n} sellainen särmän [x0, yj ] PLr-ympäristö, että
AX :=
⋃n
j=1Aj ∈ PLr(X) on sellainen tähden X PLr-ympäristö, jolle pätee




















on solmun [K] Seifertin pinta.
Todistus. Koska oletuksen perusteella pätee AX∩Pm = F (Pm)∩
⋃m−1
j=0 F (Pj)
ja tähden PLr-ympäristön määritelmän perusteella joukotEiyj , j ∈ {1, . . . , n}, i ∈
{0, 1} ovat suljettuja ja pareittain erillisiä, niin on olemassa sellaiset pare-
ittain erilliset tahkot F (P ′j), j ∈ {1, . . . , n}, että joukko F (P ′j) ∩ ∂M on
yksinkertainen PL-käyrä kaikilla j ∈ {1, . . . , n} ja pätee




jolloin väite pätee samoilla argumenteilla kuin apulause 307.




F (Pj), Pj = P (v
j




solmun [K] nauhapinta. Merkitään
Kp = {x ∈M | on olemassa sellaiset i, j ∈ {0, . . . , n}, että Pj ∩ Pi
on polygonien Pi ja Pj yhteinen sivu, jonka keskipiste on x}.
(94)
Määritelmä 310. Olkoon G = P (vG0 , . . . , v
G
w ) ⊂ F (P0) sellainen säännölli-
nen w + 1 sivunen monikulmio, jolle pätee
G ∩ P0 = [vG0 , vG1 ] ja F (G) ∩ F (Pj) = ∅ kaikilla j ∈ {1, . . . , n}.
Määritelmä 311. Olkoot G = P (vG0 , . . . , v
G
w ) ⊂ F (P0) kuten yllä, yi sär-
män [vGi , v
G
i+1] keskipiste kaikilla i ∈ {1, . . . , w} ja x0 monikulmion F (G)





Olkoot tähti X ja polygoni G kuten määritelmässä yllä. Tällöin pätee
X ∩G = {y1, . . . , yw}.
Määritelmä 312. Olkoon G := P (vG0 , . . . , v
G




P0 \ ]vG0 , vG1 [
) ∪ (G \ ]vG0 , vG1 [ ).
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Huomautus 313. Polygonin G määritelmän perusteella yllä määritelty
joukko P ′ on sellainen yksinkertainen polygoni, jolle pätee
F (P ′) ⊂ F (P0) ja Kp ∩ P0 = Kp ∩ P ′,
kun joukko Kp on kuten kohdassa (94).
Huomautuksen 313 perusteella joukkossa Kp∩P0 on w kappaletta alkioi-
ta, jolloin erityisesti voidaan määrittää joukolle Kp∩P0 polygonin P0 suun-
nistuksen kanssa yhteensopiva indeksöinti
Kp ∩ P0 = {x1 . . . , xw}.
Tällöin polygonin P0 suunnistuksessa joukon {xi, yi | i ∈ {0, . . . , w}} pisteet
esiintyvät järjestyksessä
y1, . . . , yw, xw . . . , x1.
Koska joukon {xi, yi | i ∈ {0, . . . , w}} alkiot eivät ole polygonin P ′ kulmapis-
teitä, niin lauseen 178 kohdan (a) ja (b) nojalla voidaan määritellä:
Määritelmä 314. Olkoon βj , j ∈ {1, . . . , w}, sellainen kokoelma yksinker-
taisia PL-käyriä, että kaikilla j ∈ {1, . . . , w} PL-käyrä βj toteuttaa ehdot:
(a) βj = α(b
j




0 = xj , b
j
nj = yj ja P
′ ∩ βj = {xj , yj},
(b) βj ⊂ F (P ′) ⊂ F (P0),
(c) βj ∩ βi = ∅ kaikilla i ∈ {1, . . . , w} \ {j} ja
(d) suora S([bj0, b
j
1]) on suoran S(E) normaali kaikilla särmillä E ⊂ P ′,
joiden keskipiste on bj0.
Huomautus 315. Olkoon PL-käyrä βj = α(b
j
0, . . . , b
j
mj ) kuten määritelmässä





keskipiste. Näin ollen voidaan lisäksi olettaa PL-käyrille βj , j ∈ {1, . . . , w},






2]) pätee kaikilla j ∈








Koska oletuksen perusteella M =
⋃n
j=0 F (Pj) on nauhapinta, niin eri-
tyisesti kaikilla j ∈ {1, . . . , n} pätee |Kp ∩ Pj | = 2, kun Kp on määritelty
kuten kohdassa (94). Näin ollen lauseen 177 perusteella voidaan määritellä:
Määritelmä 316. Olkoon αj = α(a
j
0, . . . , a
j
nj ) kaikilla j ∈ {0, . . . , n} sel-
lainen yksinkertainen PL-käyrä, joka toteuttaa ehdot:
(a) αj ⊂ F (Pj),
(b) Pj ∩ αj = {aj0, ajnj} = Kp ∩ Pj ja
(c) suora S([aj0, a
j
1]) on suoran S(E) normaali kaikilla särmillä E ⊂ Pj ,




nj ]) on suoran S(E) normaali
kaikilla särmillä E ⊂ Pj , joiden keskipiste on ajnj .
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Kuva 39: Kuvan tähden X (punainen), yksinkertaisten PL-käyrien βh, h ∈
{1, . . . , 8}, (vihreitä) ja yksinkertaisten PL-käyrien αj , j ∈ {1, . . . , 4}, (vio-
letteja) yhdiste on polygoni P.
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Huomautus 317. Olkoon αj kaikilla j ∈ {1, . . . , n} kuten määritelmässä







nj ] keskipisteet. Näin ollen voidaan lisäksi olettaa, että PL-käyrällä



























Määritelmä 318. Olkoot tähti X kuten määritelmässä 311, yksinkertais-
ten PL-käyrien kokoelma βj , j ∈ {1, . . . , w}, kuten määritelmässä 314 ja
yksinkertainen PL-käyrä αj kaikilla j ∈ {1, . . . , n} kuten määritelmässä 316.










Huomautus 319. Olkoon polygoni P kuten yllä ja joukko Kp kuten ko-
hdassa (94). Tällöin pätee
P ∩ ∂M ⊂ P ∩
n⋃
j=0
Pj = Kp ja Kp ∩ ∂M = ∅,
jolloin erityisesti pätee P ⊂M \ ∂M.
Olkoon tähti X :=
⋃w
i=1[yi, x0] kuten määritelmässä 311. Tällöin omi-
naisuuksista (a), (b) ja (c) seuraa lauseen 169 perusteella, että on olemassa
sellainen ei-negatiivinen luku r, että kaikilla r ∈ ]0, r0[ on olemassa sellaiset
särmien [x0, yj ], j ∈ {1, . . . , w}, PLr ympäristöt






 , j ∈ {1, . . . , w}, (97)
että AX :=
⋃w
j=1Aj on tähden X PL
r-ympäristö, ja lisäksi kaikilla j ∈
{1, . . . , w} joukko Aj toteuttaa ehdot:
(a) Aj ⊂ F (G),
(b) G ∩ Aj = Eyj , missä Eyj := E(j,0)yj ∪ E(j,1)yj on sellainen särmä, jonka
keskipiste on yj ja
(c) Eyj ⊂ ]vGj , vGj+1[ .
Olkoot polygoni G = P (vG0 , . . . , v
G
w ) kuten määritelmässä 310, polygoni
P ′ kuten määritelmässä 312 ja joukko Kp kuten kohdassa (94). Polygonin P ′
määritelmän perusteella pätee Kp ∩ P ′ = Kp ∩ P0, ja erityisesti joukon Kp
määritelmän perusteella kaikilla z ∈ Kp∩P ′ on tällöin olemassa sellainen i ∈
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{1, . . . , n}, että P0∩Pi on polygonien P0 ja Pi yhteinen sivu, jonka keskipiste
on z. Näin ollen määritelmän 314 kohdista (a) ja (b) sekä huomautuksista
317 ja 315 seuraa lauseen 167 perusteella, että on olemassa sellainen ei-
negatiivinen luku s0, että kaikilla r ∈ ]0, s0[ olemassa sellainen kokoelma




Ex ∈ PLr(βj), j ∈ {1, . . . , w}, (98)
että PL-käyrän βj vahva PLs-ympäristö Bj toteuttaa kaikilla j ∈ {1, . . . , w}
ehdot:
(a) Bj ⊂ F (P ′),
(b) Bj ∩ P ′ = Ebj0 ∪ Ebjnj ,
(c) E
bjnj
⊂ ]vGj , vGj+1[ ⊂ P ′ \ P0 sekä
on olemassa sellainen i ∈ {1, . . . , n}, että P0 ∩ Pi on polygonien P0 ja
Pi yhteinen sivu, jonka keskipiste on b
j
0, ja pätee Ebj0
⊂ (P0 ∩ Pi) \
{v00, . . . , v0k0} ja
(d) suora S(E
bj1
) on suoran S([bj0, b
j
1]) normaali.
Lauseen 161 nojalla kaikilla r ∈ ]0, r0[ , j ∈ {1, . . . , w} ja z ∈ Bj pätee
dist(z, βj) ≤ r. Määritelmän 314 perusteella käyrät βj , j ∈ {1, . . . , n}, ovat
kompakteja ja pareittain erillisiä, jolloin lauseen 58 nojalla niillä on aidosti
positiivinen etäisyys. Tästä seuraa lauseen 161 perusteella, että on olemassa
sellainen s1 ∈ ]0, s0[ , että kaikilla r ∈ ]0, s1[ PLr-ympäristöille Bj , j ∈
{1, . . . , w}, pätee ominaisuuksien (a)(d) lisäksi kaikilla i, j ∈ {1, . . . , w},
i 6= j,
Bj ∩Bi = ∅. (99)
Olkoon αj kaikilla j ∈ {1, . . . , n} kuten määritelmässä 316. Määritelmän
316 kohdista (a) ja (b) sekä huomautuksista (317) ja (315) seuraa lauseen 167
perusteella, että kaikilla j ∈ {1, . . . , n} on olemassa sellainen ei-negatiivinen
luku t0, että kaikilla r ∈ ]0, t0[ on olemassa sellainen kokoelma PL-käyrien




Ex ∈ PLr(αj), j ∈ {1, . . . , n}, (100)
joilla PL-käyrän αj PLr-ympäristö Aj toteuttaa kaikilla j ∈ {1, . . . , n}
ehdot:
(a) Aj ⊂ F (Pj),
(b) Aj ∩ Pj = Eaj0 ∪ Eajnj ,
(c) on olemassa sellaiset i, i′ ∈ {1, . . . , n}, i 6= i′, että Pi ∩ Pj on polygonien
Pi ja Pj yhteinen sivu, jonka keskipiste on a
j
0, Pi′ ∩Pj on polygonien Pi′
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ja Pj yhteinen sivu, jonka keskipiste on a
j
nj , Eaj0
⊂ Pi∩Pj \{vj0, . . . , vjnj}
sekä E
ajnj
⊂ Pi′ ∩ Pj \ {vj0, . . . , vjnj} ja
(d) suora S(E
aj1
) on suoran S([aj0, a
j





Olkoon polygoni P ⊂ M kuten määritelmässä 318. Tällöin kokoelmien
(97), (98) ja (100) ominaisuuksista (a)(c) seuraa, että jollakin ei-negatiivisella
luvulla r on olemassa sellainen kokoelman (97) ehdot (a)(c) toteuttava täh-
den X PLr-ympäristö AX ∈ PLr(X), sellainen kokoelman (98) ehdot (a)





Ex ∈ PLr(βj), j ∈ {1, . . . , w},
ja sellainen kokoelman (100) ehdot (a)(d) toteuttava kokoelma PL-käyrien



















on sellainen polygonin P PLr-ympäristö, jolle pätee AP ⊂M \ ∂M.
Lause 320. Olkoot polygoni P kuten määritelmässä 318 ja polygonin P PLr-
ympäristö AP kuten yllä kohdassa (101). Tällöin AP on solmun [K] Seifertin
pinta.
Todistus. Koska oletuksen perusteella M on nauhapinta, niin kaikilla j ∈
{1, . . . , n} pätee λj = 2. Näin ollen väite seuraa apulauseista 307, 308 ja 309
soveltamalla ensin n kertaa apulausetta 307, sen jälkeen apulausetta 308 ja
lopuksi apulausetta 309.
Lause 321. Olkoot polygoni P kuten määritelmässä 318 ja polygonin P PLr
AP kuten yllä kohdassa (101). Tällöin monitahokkaalla AP on säännöllinen
ympäristö avaruudessa R3.
Todistus. Koska pätee








Määritelmien 314 ja 316 kohtien (d) sekä kokoelmien (98) ja (100) omi-





että leikkaus P ′i ∩ P ′j on kaikilla i, j ∈ {0, . . . ,m}, i 6= j, polygonien P ′i ja P ′j
yhteinen sivu tai tyhjä joukko. Lisäksi, kun merkitään kaikilla j ∈ {0, . . . ,m}
polygonin P ′j sisältävää tasoa Wj , niin pätee seuraavaa: jos indeksit i, j ∈
{0, . . . ,m} toteuttavat ehdot
P ′i ∩ P ′j 6= ∅ ja Wi 6= Wj ,
niin ne toteuttavat myös ehdot:
(i) polygonit P ′i ja P
′
j ovat suorakulmioita,
(ii) jos k ∈ {0, . . . ,m} \ {i, j} on sellainen, että P ′k ∩P ′i on polygonien P ′k ja




i ∩ P ′k on sivun P ′i ∩ P ′j
vastainen sivu ja pätee Wi = Wk, ja
jos k ∈ {0, . . . ,m} \ {i, j} on sellainen, että P ′j ∩P ′k on polygonien P ′j ja




j ∩ P ′k on sivun P ′i ∩ P ′j
vastainen sivu ja pätee Wj = Wk.
Lauseen 192 nojalla monitahokkaalla AP on yllä olevin oletuksin säännölli-
nen ympäristö U , koska monitahokas AP on Seifertin pintana suunnistu-
va.
Seurauslause 322. Olkoon [K] solmu. Tällöin solmulla [K] on olemassa
säännöllinen Seifertin pinta.
Todistus. Lauseen 305 nojalla solmulla [K] on olemassa nauhapinta, jolloin
väite seuraa lauseista 320 ja 321.
5.5 Solmun komplementin invariantit solmuinvariantteina
5.5.1 Universaali vaihdannainen peiteavaruus
Tässä kappaleessa osoitetaan, että jokaisella solmulla [K] on sellainen edus-
taja K ∈ [K] ja edustajan K on putkiympäristö V ⊂ R3, että avaruudella
R3 \ V on sellainen säännöllinen peiteavaruus X, jonka peitetransformaa-
tioiden ryhmä on isomorﬁnen ryhmän Z kanssa.
Lause 323. Olkoon [K] solmu. Tällöin on olemassa sellainen K ∈ [K], poly-
gonin K putkiympäristö V ja solmun [K] Seifertin PL-pinta M, jonka reuna
on K, ja joukon M säännöllinen ympäristö U , että on olemassa sellainen
homeomorﬁsmi
R : M × [−1, 1]→ U,
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että kaikilla (x, 0) ∈M × {0} pätee R(x, 0) = x ja pätee
R3 \ V ∩ U = R[∂M × [−1, 1]] ∩ U.
Todistus. Lauseen 322 nojalla solmulla [K] on säännöllinen Seifertin pinta.
Olkoot siten polygoni P ja polygonin P PLr-ympäristö A ∈ PLr(P ) sel-
laisia, että A on solmun [K] Seifertin pinta ja joukolla A on avaruudessa R3
säännöllinen ympäristö U.
Säännöllisen ympäristön määritelmän perusteella on olemassa sellainen
homeomorﬁsmi
R : A× [−1, 1]→ U,
jolle pätee R(x, 0) = x kaikilla (x, 0) ∈ A × {0}. Säännöllisen ympäristön
määritelmän nojalla joukko R
[
B × [−1, 1]] ⊂ U on siten kaikilla B ⊂ A
sellainen joukon B säännöllinen ympäristö avaruudessa R3, jolle pätee
R
[
B × [−1, 1]] ⊂ U \R[(A \B)× [−1, 1]].
Lauseen 159 sekä apulauseiden 307 ja 309 perusteella on olemassa sel-
lainen polygonin P PL
r
3 -ympäristöt A r
3
∈ PL r3 (P ) ja sellainen polygonin P
PL
2r
3 -ympäristö A 2r
3




ovat sellaisia polygonin P
PLr-ympäristöön A sisältyviä solmun [K] Seifertin pintoja, joille pätee
B := A \A r
3
∈ PL r3 (∂A 2r
3
).
Seifertin pinnan määritelmän perusteella pätee
K ′ := ∂A 2r
3
∈ [K].
Koska polygoniK ′ on solmuna yksinkertainen polygoni, niin reunan ∂B kom-
ponentit ovat homeomorﬁsia yksikköympyrän S1 kanssa ja komponentteja on
yksi tai kaksi kappaletta. Koska pätee ∂A ⊂ ∂B sekä (A \ ∂A) ∩ ∂B 6= ∅ ja
∂A = K on solmuna homeomorﬁnen yksikköympyrän S1 kanssa, niin reunal-
la ∂B on kaksi komponenttia. Lauseen 187 perusteella B on tällöin joukon
K ′ säännöllinen ympäristö. Koska pätee B ⊂ A, niin
V := R
[
B × [−1, 1]]
on tämän perusteella solmun K ′ putkiympäristö, ja erityisesti A r
3
on sellai-





× [−1, 1]] ⊂ R3
on sellainen Seifertin pinnan A r
3
säännöllinen ympäristö, jolle pätee




Seurauslause 324. Olkoon [K] solmu. Tällöin on olemassa sellainen K ∈
[K], solmun K on putkiympäristö V ja solmun [K] Seifertin pinta M, jonka
reuna on K, että avaruudella R3 \ V on sellainen säännöllinen peiteavaruus
X, joka saadaan Seifertin pinnan M avulla, ja jolle pätee
Tr(X) ∼= Z.
Todistus. Seuraa lauseista 105, 116 ja 323.
Lause 325. Olkoon P ⊂ R3 yksinkertainen polygoni. Tällöin polygonilla P
on putkiympäristö.
Todistus. Solmun määritelmän nojalla on olemassa sellainen solmu [K], jolle
pätee P ∈ [K]. Lauseen 323 nojalla kaikilla solmuilla [K] on olemassa sel-
lainen edustaja K ∈ [K], jolla on putkiympäristö V avaruudessa R3. Sol-
mun määritelmän nojalla on olemassa sellainen avaruuden ympäröivä iso-
topia H : R3 × [0, 1] → R3, jolle pätee H1[K] = P, kun merkitään H1 =
H  [R3 × {1}]. Ympäröivän isotopian määritelmän perusteella kuvaus H1
on homeomorﬁsmi. Näin ollen H1[V ] on polygonin P putkiympäristö.
Lause 326. Solmun komplementin perusryhmän abelianisaatio on isomorﬁ-
nen ryhmän Z kanssa.
Todistus. Tähän todistukseen käytettävä teoria poikkeaa niin radikaalisti
muusta tässä kirjassa käytettävästä teoriasta, että poikkeuksellisesti tämän
todistuksen osalta sivuutetaan kaikkien esitietojen esittely: Merkitään kaikil-
la avaruuksilla A ja n ∈ N avaruuden A n-homologiaryhmää Hn(A;Z) ([10],
sivut 102-129). Olkoon x0 ∈ A. Olkoot A0, A1, A2 ⊂ A sellaisia avoimia
polkuyhtenäisiä osajoukkoja, joille pätee A0 = A1 ∩ A2, A = A1 ∪ A2. Täl-
löin jono
· · · → H2(A;Z)→ H1(A0;Z)→ H1(A1;Z)⊕H1(A2;Z)→ H1(A;Z)→ · · ·
on eksakti jono homomorﬁsmeja - Mayer Vietoris jono ([7], sivu 372).
Määritellään, että avaruus A on n-yhtenäinen jos kaikilla i ≤ n pätee
pii(A, x0) = 0, kun pin(A, x0) on avaruuden (A, x0) n-homotopiaryhmä [10,
sivu 340], jolloin 0-yhtenäisyys on yhtäpitävää polkuyhtenäisyyden kanssa.
Jos avaruus (A, x0) on polkuyhtenäinen ja Ab(pi(A, x0)) on perusryhmän
abelianisaatio, niin pätee
Ab(pi(A, x0)) ∼= H1(A;Z),
([10], Theorem 2 A 1, sivulla 166.)
On osoitettu, että mielivaltaisella solmulla K on putkiympäristö (lause
325, sivulla 167), ja lisäksi on osoitettu, että mielivaltainen putkiympäristö
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V käyttäytyy hyvin suhteessa perusryhmien laskemiseen (lause 195 sivulla
83):
pi(R3 \ V, x0) ∼= pi(R3 \K,x0) ja pi(V, x0) ∼= pi(K,x0).
Olkoot siten V solmun K putkiympäristö ja
A = R3, A1 = R3 \K,A2 = V, ja A0 = V ∩ (R3 \K).
Tällöin joukot A, A0, A1, A2 ovat avaruuden A avoimia ja polkuyhtenäisiä
joukkoja, joten erityisesti kaikilla x0 ∈ A0 ja B ∈ {A,A0, A1, A2} pätee
H1(B;Z) = Ab(pi(B, x0)).
Mielivaltaisen avaruuden perusryhmä on isomorﬁnen sen vahvan deformaa-
tioretraktin perusryhmän kanssa (lause 78, sivulla 20). Yksinkertaisen poly-
gonin K putkiympäristönä A2 on homeomorﬁnen joukon K×[−1, 1]×[−1, 1]
kanssa, jonka vahva deformaatioretrakti on K. Näin ollen pätee
H1(A2;Z) = Ab (pi(K,x0) )= Ab(Z) = Z.
Joukon A0 vahva deformaatioretrakti on toruksen pinta. Tämän perusteella





= Ab(Z2) = Z2,
[11, sivut 264-268]. Sijoittamalla Mayer-Vietoris jonoon saadaan lyhyt ek-
sakti jono homomorﬁsmeja
0→ Z2 → H1(A1;Z)⊕ Z→ 0→ 0.
Tästä seuraa (lause 18 sivulla 9), että pätee
Z2 ∼= H1(A1;Z)⊕ Z.
Äärellisesti viritettyjen vaihdannaisten ryhmien peruslauseen [12, Theorem






) ∼= H1(A1;Z) ∼= Z.
Lause 327 ([7, Corollary 4, sivulla 130]). Olkoot [K] solmu ja V solmun
K ∈ [K] putkiympäristö. Olkoon X sellainen avaruuden R3 \ V säännölli-
nen peiteavaruus, joka peitetransformaatioiden ryhmä Tr(X) on isomorﬁnen
ryhmän Z kanssa. Tällöin avaruus X on avaruuden R3 \ V universaali vai-
hdannainen peiteavaruus C∞(R3 \ V ) (määritelmä 103, sivulla 32).
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Todistus. Olkoot NC perusryhmän pi
(
(R3 \ V ), y0
)
kommutaattorialiryhmä
ja x0 ∈ p−1{y0}. Universaalin vaihdannaisen peiteavaruuden määritelmän
103, sivulla 32, nojalla tulee osoittaa, että pätee
pi(X,x0) ∼= NC .
Merkitään Y = R3 \ V . Joukon R3 \K perusryhmä on isomorﬁnen joukon
R3 \ V perusryhmän kanssa, koska V on solmun K putkiympäristö. Siten




) ∼= Z. (102)




↪→ pi(X,x0) p∗→ pi(Y, y0) ϕ
∗
→ Tr(X) %→ 1.




ja oletuksen nojalla on voimassa Tr(X) ∼= Z, joten pätee
pi(Y, y0)
p∗(pi(X,x0))
∼= Tr(X) ∼= Z.
Ryhmä Z on vaihdannainen, joten lauseen 25 nojalla päteeNC ⊂ p∗(pi(X,x0)).
















ϕ∗ : Z→ Z.
Lauseen 19 perusteella kuvauksen ϕ∗ ytimen on oltava triviaali, koska kuvaus
ϕ∗ on surjektio. Siten pätee p∗(pi(X,x0)) ∼= NC . Näin ollen pätee
pi(X,x0) ∼= NC ,
koska kuvaus p∗ on injektio.
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5.5.2 Aleksanderin invariantti
Olkoot [K] solmu, K1, K2 ∈ [K] ja y ∈ R3 \ K1. Solmujen ekvivalenssin
määritelmän 204 perusteella on olemassa sellainen homeomorﬁsmi A : R3 →




(R3 \K1), y)→ pi ((R3 \K2), A(y)) ,
joten avaruuksien R3 \K1 ja R3 \K2 perusryhmät ovat isomorﬁset. Kappale
perustuu lähteisiin [7] ja [10].
Huomautus 328. Yllä olevan perusteella solmun komplementin perusryh-
mä on negatiivinen solmuinvariantti.
Olkoon [K] solmu. Tällöin R3 \K on avoin 3-monisto kaikilla K ∈ [K].
Seurauslauseen 324 ja lauseiden 326 ja 327 perusteella avaruudella R3 \ K
on kaikilla K ∈ [K] universaali vaihdannainen peiteavaruus C∞(R3 \ K),
eli peiteavaruus, jonka perusryhmä on isomorﬁnen avaruuden R3 \ K pe-
rusryhmän kommutaattorialiryhmän kanssa. Polkuyhtenäisyyden perusteel-
la avaruuden R3 \ K perusryhmän isomorﬁaluokka ei riipu kantapisteestä.
Lauseen 26 perusteella isomorﬁsten ryhmien kommutaattorialiryhmät ovat
isomorﬁset, joten huomautuksen 328 perusteella avaruuksien R3 \K1 ja R3 \
K2 perusryhmien kommutattorialiryhmät ovat isomorﬁset kaikilla K1,K2 ∈
[K]. Näin ollen avaruuksien C∞(R3 \K1) ja C∞(R3 \K2) perusryhmät ovat
isomorﬁset kaikilla K1,K2 ∈ [K] ja erityisesti isomorﬁsina ryhminä myös
niiden abelianisaatiot ovat isomorﬁset. Koska C∞(R3 \K) on polkuyhtenäi-
nen, niin [10, Theorem 2A 1, sivulla 166] perusteella avaruuden C∞(R3 \K)
ensimmäinen homologia yhtyy avaruuden C∞(R3 \K) perusryhmän abelia-
nisaatioon kaikilla K ∈ [K]. Näin ollen voidaan määritellä:
Määritelmä 329. Olkoot [K] solmu, K ∈ [K], ja C∞(R3 \K) avaruuden
R3 \K universaali vaihdannainen peiteavaruus. Aleksanderin invariantti on






Lause 330. Olkoot [K] solmu, K ∈ [K] ja V solmun K putkiympäristö
avaruudessa R3. Olkoot lisäksi C∞(R3 \ V ) avaruuden R3 \ V universaali
vaihdannainen peiteavaruus ja H1(C∞(R3 \ V );Z) sen ensimmäinen homolo-
giaryhmä. Tällöin ryhmän H1(C∞(R3 \ V );Z) isomorﬁaluokka on solmun
[K] Aleksanderin invariantti.
Todistus. Lauseen 195 perusteella kaikilla x0 ∈ R3 \K ja y0 ∈ R3 \ V pätee
pi(R3 \K,x0) ∼= pi
(
R3 \ V , y0
)
.
Olkoot NVC perusryhmän pi(R3 \ V, y0) ja NKC perusryhmän pi(R3 \ K,x0)
kommutaattorialiryhmä. Lauseen 26 nojalla kommutaattorialiryhmän ku-
va isomorﬁsmissa on kommutaattorialiryhmä. Polkuyhtenäisen avaruuden
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perusryhmä ei riipu kantapisteen valinnasta ja avaruudet C∞(R3 \ K) ja
C∞(R3 \ V ) ovat polkuyhtenäisiä. Tästä seuraa, että kaikilla x1 ∈ C∞(R3 \
K) ja y1 ∈ (C∞(R3 \ V ) pätee





) ∼= H1(C∞(R3 \ V );Z).
Seurauslause 331. Kaikilla solmuilla [K] on olemassa sellainen edustaja
K ∈ [K], edustajan K putkiympäristö V ja Seifertin pinta M, että ava-
ruuden R3 \ V universaali vaihdannainen peiteavaruus C∞
(
R3 \ V ) saadaan
Seifertin pinnanM avulla. Lisäksi peiteavaruuden C∞
(





R3 \ V )) isomorﬁaluokka on solmun [K] Alek-
sanderin invariantti ja peiteavaruuden C∞
(
R3 \ V ) peitetransformaatioiden
ryhmä on isomorﬁnen ryhmän Z kanssa.
Todistus. Seuraa lauseista 324, 327 ja 330.
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